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〈論 説〉

危険資産市場の均衡

桐 谷 維
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価 格決 定 の理論 を構成 す る よ うにE-一一V接 近 法 の

理論 モデル を拡張 で きると示唆 し,や や不 正確 な

図式 的議論 によ り危険資産 の価格 形成 を疑 似動学

的見地 で説 明付 けよ うと した.し か し,シ ャー プ

の この接近 は,均 衡条件 に関 す る厳密 な定式化 を

欠 いて いた たあ に不鮮 明な論点 が多 く,ビ アバ ッ

グ(G.O.Bierwag)=グ ロー ヴ(M,A.Grove)

[1965]の 批 判 の後 で も,若 干 の疑問点 が残 って い

る.本 論 稿 で は,危 険 資産市場 にお ける均衡価 格

決定 の理論 的展 開 を示 したあ と,付 随的 に,こ の

問題 を巡 る論争 を紹介 し,論 点 を整理 す ることに

す る.

0.序 論

金 融資産 の収益 は,市 場 で取 り引 きされ る際 に

発 生 す る資 本 利 得 と,将 来 に発 生 す る確 定 利 子

(債券)や 不確実 な配 当(株 式)か ら成 る.危 険資

産 とは,通 常,そ の名 目的収 益が不確 実 で,資 本

損 失(負 の資 本利得)の 危険 を伴 う金 融資産 の総

称 で あ る.本 論 で は,こ の よ うな危 険資産 の価格

が市場 で形成 され るメカニ ズムを資産選択 理論 の

枠組 にお いて解明 す る.

不 確実性下 の価格 形成 の理論 は,1953年 以降,

モー リス ・ア レ(MauriceAllais)[1953],ケ ネ

ス ・J・アロー(KennethJ.Arrow)[1953]に よ

り,ほ ぼ同時 に採 り上 げ られ,ケ ネス ・J・ア ロー

=ジ ェラー ル ・デ ブ リュー(GerardDebreu)

[1954]の 純 粋 交換 市 場 の理 論 的拡張 へ導 くこ と

に な る.1960年 代半 ばに ウ ィ リアム ・F・ シ ャー

プ(WilliamF.Sharpe)[1964],ヤ ン ・モ ッシ ン

(JanMossin)[1966]等 の危 険資産市 場 の価格 形

成 に関 す る考察 が相次 いで提 出された が,特 に,

シ ャー プは不確 実性下 にお ける危険 資産市場 均衡

1.投 資主 体 の最 適化行動

個別投資主体は資産選択の最適化行動において

投資行動を決定する.い ま,個 別投資主体 にとっ

て投資可能 な金融的危険資産が株式と債券である

とし,こ れ らがn種 類 あるとす る.投 資主体によ

るこれ ら危険資産 の保有残高の物理的量,す なわ

ち,株 式な らば株数,債 券な らば債券枚数をn次

zl

の ベ ク トルz=22で 表 す.

zn

他方 で,利 用可能 な確実 資産混合 は現金 ・預金

等,数 種 に亘 る確実 資産 か ら構成 され るが,確 実

資産 は非危 険的 な金 融資産 で あ り,別 の保 有基準

に よ り編成 され ると考 え,こ の確実 資産混 合 を一

括 して その物理的保 有残高1)をzn+1と 表す.

危険資産{i=1,2,…,n)の1株 ・1枚 当 た りの

物 理 的単 位 当 た り将 来価 値4fは,将 来 価 格 躍 と

配 当 ・利子d,の 和2)で あ る.
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9`=ρ{+di(1)

この σ`とdiは 確率変数 と想定 され る.市 場 性3)

のあ る金融 資産 は市 場で取 り引 きされ るか ら,市

場価格 が形成 され る.こ の市場価 格Yiは 将来,資

本利得(値 上 が り益)を 招 くか資本 損失(値 下 が

り損)を もた らす か不確実 で あ るか ら,確 率変数

と見 な され る.ま た,金 融資産 が株 式 で あれ ば,

その配 当 は将 来 の企 業活動 の営業成 果 で あ って不

確実 で あ るか ら,確 率変数 と見 な され る.特 に金

融資産 が債券 で あれ ば,そ の利子 は確定 的で あ る

か ら,diは 非 確率 的で あ る.よ って,将 来価 格 躍

と配 当 ・利子diの 和4:は 確率変 数 なので あ る.

確 率 変 数 で あ る将 来 価 値g`の1次 と2次 の

モー メ ン トを考 慮 す る2パ ラメ ー ター方 式4)を 採

用 す る と,平 均値 と分散 を明示 的 に導入 す る こと

一 一一 トー/}
その期 待値 のn次 ベ ク トルを μ,n次 分散 共分散

行 列 をVと 表 す.

μ一 一1レ

一 一 一 イ1翻 ②

他方,確 実 資産混合 は名 目上,確 実 な将来 利子

収 入 が約 束 され,元 本 の将来 価値 が一定 で あ るよ

うな金 融資産 か ら構成 され るので,そ の将来 価値

額 は名 目 的 に確 定 的 で あ る.確 実 資 産 混 合 を

n+1で 表 示 し,そ の将来 価格 が現行 価格 に等 し

く,し か も1と 設 ける.す なわ ち,Yn+1‐Yn+1=1

で あ る.こ のよ うに将来 価格e現 行価格=1と 設

ける ことは,確 実資産 の単位 当 た り価 値 を1ド ル

な い し1円 と置 くことに等 しく,こ れ は確実 資産

を価値尺度 財(num6raire)5)に す ることを意 味す

る.

確実資産 は市場 性 がな く,資 本利得 が存在 しな

いか ら,確 実資産 の収益 率 は確定 利子率rの みで

あ る.す る と,確 実 資 産n+1の 保 有 額 単 位 当 た

り将 来 価 値 額 は4n+1-pn+1+do+1-1+r-4と 固

定 す る こ とが で き る.た だ しρ。+1=1,do+=rを

代 入 す る.rは 確 定 利 子 率 で あ り,確 率 変 数 で は

な い.

投 資 主 体kの 賦 存 富6)w°kは 危 険 資 産 混 合z2と

確 実 資 産 混 合z°n+1,kか ら成 る.投 資主 体 は,新 し

い所 要 の危 険 資 産 混 合 を 実 現 す るた め に,危 険 資

産 の不 要 な物 理 的 量 を 市 場 で 売 却 し,こ の 売 却 代

金 を確 実 資 産 賦 存 額 に併 せ て,必 要 な 物 理 的 量 を

市 場 で 買 い増 しす る.つ ま り,賦 存 ポ ー トフ ォ リ

オwk=¢Zok+z°n+1 ,kに お い て,同 じ価 格 ベ ク トル

pで 危 険 資 産 混 合 をp'(Zk-z2)だ け 同 じ価 格 で 追

加 売 買 し,確 実 資 産 混 合 を(Zn+1ゐ 一z9+1み)だ け増 減

さ せ る な らば,新 しい ポ ー トフ ォ リオ ゴz々十zn+1 ,k

に到 達 す る.こ の危 険 資 産 混 合 追 加 売 買 額 と確 実

資 産 混 合 増 減 額 の和 は必 ず ゼ ロだ か ら,

Pノ(Zk-z2)十(z�+1,k-z°n+1,k)=0(3}

これ よ り

w°k-P'Zk+z°n+1 ,陀一P'Zk+z。+1,々(3り

が 成 り 立 つ.す な わ ち,賦 存 ポ ー ト フ ォ リオ

p'z2+z°n+1,kの 危 険 資 産 混 合 全 体p'協 を 市 場 に売

り放 ち,そ の売 却 代 金 を 用 い て,そ の ま ま同 じ価

格 ベ ク トルPで 新 しい 危 険 資 産 混 合p'Zkを 市 場

か ら買 い戻 して,新 しい ポ ー トフ ォ リオp'Zk+zn+璃

を 編 成 す る と考 え て も同 じ こ とで あ る.

(3り式 右 辺 の 新 し く配 分 され た 投 資 額 は 所 定 の

期 末 ま で に増 殖 して,富 は

wk4'Zk-1-qzn+1,k(4)

に成 長 す る.た だ し,

ー
ユ
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ロ

ね
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4

φ
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φ
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=

q"十ゴ=q

か っ9=1+rと 置 い て い る.よ っ て,

期 待 値 と分 散 は,そ れ ぞ れ

E・=・μ蟹〃々 =μ 為z陶十Qzn+1,k

γ=σ 急 た=z髭V舟z陀

と表 さ れ る.
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2.期 待効 用仮説 詮 一 鼻+2舞 脇 一瓦P-・

∂askzn+i,k一 畿 σ一夷一・

{g-1)

ダニェル ・ベル ヌイを嗜矢 と し,フ ォ ン ・ノ イ

マ ン=モ ルゲ ンシュテル ンによ り彫琢 され た期待

効用 仮説 は,ポ ー トフォ リオ将来 収益 な い し富 を

確率 変数 と して,投 資主 体 が効 用 の期 待値 を極 大

にす る とい う行 動 基 準 を提 唱 して い る.マ ー コ

ヴ ィ ッッ以来,ト ー ビン以降 も趨勢 的 に採択 され

て きたE-V投 資基準7)は,将 来収益 な い し将 来富

の確 率分布 の最初 の1次 と2次 のモ ー メ ン トで あ

る期 待値Eと 分散V(ま た はその平 方根 で あ る標

準偏 差S)の 関数 と して,期 待効 用 を定 式化 す る.

これ は,将 来収益 ない し将来富 の確率分 布が正 規

分布 のよ うに期待 値 と分 散(ま た は標準 偏差)に

よ り,そ の形状 が規定 され ることを意 味す る.そ

れ ゆ え,こ こで は個 別投 資主 体kの 期 待効 用 関

数8)ukを 将 来富wkの 効 用関数uk(wk)の 数学 的期

待値 と して定 義す る.

E[uk]=uk(Ek,v)=uk(μ 獄々 ,zQw,k)

一∫『
..uk(w)f(w;μ 凶 ・)dw(7)

期 待 効 用 は,上 式 最 右 辺 に示 す よ う に,確 率 変

数 で あ る将 来 富wの 効 用 関 数 の 期 待 値 で あ るが,

確 率 密 度 関 数f(獄 μ納,Qw,k)の パ ラ メ ー タ ーuw,k

とQw,kの 関 数uk(」uw,k,Qw,k)で あ る こ とが 判 る.

3.個 別投資主体の最適化行動

個 別投 資主体kの 最適化 行動 は,上 述 の制約 条

件(3)の 下 で期待効 用(7)を 極大化 す る行 動 と して把

握 され る.そ れゆ え,制 約条件 付 き極 値問題 を解

くため に,次 の よ うな ラグ ラ ン ジュ関数Aを 設

け る9).

ノ1一π、(μ差Z、+qz。+1,、,ZkkZk)

一義{P侮 一z°
k)+(鯨 ゾ9副(8)

Aを 変 数Zk,zn+1,k,お よ び λ々 に関 して偏微 分 し,

得 られ た偏 導関数 をゼ ロと置 けば極大 化 の1階 条

件 が得 られ る.

ask

ask一 幽+('Zn+1,k-0・

(9-2)

(9-3)

鰍 化 の2階 条 件 は,[dzkdz�+1,k][f]一 ・ を 満

足 す る,あ らゆ る[dZkdzn+lk]≠[0'0]に 対 し

て,次 の2次 形 式 が 負 値 定 符 号 な る こ とで あ る.

す な わ ち,

[薇姻[会 乳 総]臨]<・(1①

1階 条 件(9-1),(9-2),(9-3)の 同 時 方 程 式 体

系 を 解 け ば,最 適 解Z*k,z*n+1,kお よ び 滞 が 得 ら れ

る.そ こ で,ま ず,(9-1)と(9-2)よ り λ々を 消 去

す れ ば,

uE.k[
μk-QP]=β 陀[力k-4P](ll)vkZk2u

v,k

を 得 る.た だ し,一(uE,k/2uv,k)=β 々と 置 い て い

る.こ の(11)式 と(9-3)式 か ら同 時 解Z*kとZ*n+1ゐ を

求 あ る こ と が で き る.

Z*k=-uE,kVkl[βk-4P]=NkVk1[βk-4P]働2u
v,k

Zn+1,k一 ゴz9+z°n・1,k+uE.kipvk1Cuk2u
v,k-4P]

=P'z2+z°n+lk一 β々P'V疋1[μ 々-QP](131

こ こ で,上 掲 のNkの 意 味 に つ い て 付 言 し て お

く.期 待 効 用 関 数(7)に 戻 っ て,

E[uk]=uk(Ek,Vk)を 全 微 分 し て ゼ ロ と 置 く.

auk,�auk ω
dE[uk]_dVk=04E島 十av

kaEk

上 式 を変 形 す る と,

dVkouk/aEk =2β 々

dEk∂ πノ∂Vk

を 得 る.

(15)

これ は富 の危険(Vk)と 期 待富(.Ek)の

間 の限界代替 率 を表 す.た だ し,Nkの 値 は一 定で

はな く,ZkとZn+1み に依存 す るが,符 号 は一定 で

あ る ことに注意 すべ きで あ る.

通 常,す べて の投 資主体 に とって,期 待 富 が増

加 すれ ば期 待効 用が上昇 す るか ら,∂uk/∂Ek>0と
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想 定 で き,危 険回避 者(riskaverter)iO)に と って

将 来富 の分 散(危 険)が 増加 すれ ば期 待効用 が減

少 す るか ら,∂ π♂∂Vk<0と 想 定 で きる.そ れ ゆ

え,(15)式 の符号 は正,dV,a/dEk-2/3k>0,す なわ

ち,富 の危 険(Vk)と 期待富(Ek)の 間 の限界代

替 率 は正 とな るで あ ろ う.こ れ は,σ ヅ μ"平 面 に

お いて危 険回避 的 な投 資主体 の無差別 曲線群 が正

の勾 配 を持 っ ことを示 してい る.

4.危 険資産市場の同時均衡

(12式に示す個別投資主体 によるn種 危険資産

混合の最適保有ベ ク トルz*kは,投 資可能で市場

性のあるすべての危険資産に対する保有需要計画

表のベクトルになっている.1つ の危険資産市場

に関わ る個別投資主体の全員について最適危険資

産混合を集計すると,こ の危険資産市場 における

集計的危険資産需要関数のn次 ベ ク トルを表す

ことになる.
KK

Z*=ΣZk=β Ψ々1[uk](16)
k=1k=1

これ に対 して,個 別投資主 体 に よる危 険資産 の

賦存 量 ベ ク トルを市 場全 体 で集 計 した もの は,n

種危 険 資 産 の物 理 的 な既 発 行 残 高 の ベ ク トルzo

に等 しい.

Σz°k=Z。(17)
k=1

ま た,各 投 資 主 体kの 超 過 需 要 ベ ク トル

(z芽一z昆)を 市 場全 体 で集 計 した市場 超 過 需要 ベ

ク トル Σ(Zk-zl)-Z*Zoは,危 険資産 市場 で取
k=1

り引 きされ る需要 残高 マ イナ ス既発行残 高(供 給

残高)の ベ ク トルで あ り,超 過需 要 ベ ク トルが ゼ

ロ ・ベ ク トル に等 しい こと,す なわ ち,K
Σ(Zk-zl)=Z*-zo=0(1∂
k=1

は,危 険資産市場 におけ る需要残高=既 発行残

高,す なわち,n個 の危険資産市場 の同時均衡条

件 を表す.よ って,集 計的危険資産需要関数のべ
K

ク トル(16)Z*一 Σ β々 W1[μ ゼ 卯]を 用 い る と,危
k=1

険資産市場均衡条件Z*=zoは

K
ΣNkVk-1[μ ゼ 卯]-zo=0(19)
k=1

と書かれるか ら,こ れより危険資産市場のn次 均

衡価格ベク トルが次のように一般形として解かれ

る.

唖 鯉 プ{[禽鰍]_Z4}⑳
解が⑫①式のような形に書けるたあには,式 中の

逆行 列が存在 す ることを証明 しなければならな

い.

[逆行列 の存在]

¢賦 の逆行列 呼 ザ プ の存在を確かめ

る.逆 行 列vklは 正 値 定 符 号 で あ るか ら,Nk>O

K

を ウ ェ イ トとす る正1次 結 合Nkvk1は,任 意
k=1

のn次 列 ベ ク ト ル ξ を 用 い て2次 形 式

ギ「ゑ副 ←離 勲 ・を作ることによ

り,や は り正 値定符号 で あ る と判 る.よ って,行

K

列NkVk1に は逆行列 が存在 す る.l
k=1

ところで,市 場 を構成す るK人 の投資主体 の

集計 的予算制約 は,個 々の投資主体 の予算制約

(3'〉の総和を取 ることによって得 られる.
KKK

W°=ΣOwk-p'Σz2十 Σz°n+1 ,k
k=1k=1k=1

KK

=P'Σz彦+Σ 'zn+1 ,k
k=1k=1

=P'zo十Z°
n+1=P/Z*十Zn+i(21)

市 場 を構 成 す るK人 の投 資主 体 は,現 行 市 場 価

格pで 賦存 危 険 資産 混 合Z。 を売 却 し,こ の売却

代 金 を賦 存 の確 実 資産 残 高 瑚+1に 付 け加 え て,

所要 の新 しい危険 資産 混合Z*を 同 じ価格 ベ ク ト

ルpで 買 い戻 し,新 しい確 実 資 産残 高Z*n+1を 保

有す る.こ の経緯 は⑳ の集計 式 で表 現 され るが,

(16)式を用 い る と次 の よ うな集 計 的予 算 制 約 にな

る.

ゴ{K,Q_Nkvk
k=1'[脇 一卯 ト プ}+(礁1-4ゆ 一・

⑳

通常,財 に関す る市場 理論 で は,こ のW式 は ワ
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ル ラス法 則(Walras'Law)11)に 相 当す る.し か

し,内 容 的 に は多数市場 理論 にお ける ワル ラス法

則 とは含意 が異 な るので,若 干 の検討 が必要 にな

る.

n種 危 険資産 の取 引市場 に お ける物理 的需 要量

と供給 量 の同時均衡 は,均 衡 条件㈹ 式(Z*・=zo),

あ るいは,そ れ に需要 関数 を代入 した(19)式で表 さ

れ る.す なわ ち,

ΣNkvk-i[uk]-zo=0(19)
k=1

それ故,も しn個 の危険 資産 市場 で同 時均 衡 が生

ず るな らば,(19)式 はゼ ロ ・ベ ク トルにな り,こ れ

を⑳式 の{・}内 に代入 す る と,

Zn+、Z°n+1-0(23)

が成 立す る.す なわ ち,「n種 の危 険資産 市場 が同

時 に均衡 す るな らば,集 計的確実 資産残 高 は賦存

額 の まま変化 せず,一 定 に留 ま る」 ことが判 る.

5.投 資 家期待 の同質性

こ こで,単 純 化 の た あ,投 資 家期 待 の 同 質 性

(HomogeneityofInvestors'Expectations)を

仮定 す る.こ の仮 定 は,全 く非 現実 的で あ るが,

情報 伝達 システ ムが完備 し,人 々 の確 率信念 が一

様 に画 一 的 にな った場 合 の極 限 的状 況 を示 唆 す

る.

[投 資家期待 の同質性]

す べて の投 資主体 は,将 来 の予想 にっ いて完全

に同意 して お り,投 資 収益 に関 す る将 来 の予 想

(確率分 布 の形 状)は す べ て の投 資 主体 に と って

同一 であ る.1

それゆえ,投 資主体 の予想 を具体化 す る,投 資

収益 の確 率分布 は,す べ ての投資主体 を通 じて 同
一 で あ ると仮定 す る

.す なわ ち,投 資収益 の確率

分 布 の パ ラメ ー タ ー μkとvkは,ど の投 資 主 体

(k=1,2…,K)に つ いて も等 しい と仮定 し,共 通

にμ とVと す る.

μ=μ1一 μ2=…=μ κ ⑳

V=V1;V2=…=VK(25)

K

また,β=Σ β陀と表 す.す る と,危 険資産市場 均衡
k=1

価格ベクトル決定の⑳式は単純化されて

pe一氷 μ一去vの ⑳

の よ うに書 か れ る.も し(16)式で投 資家期待 の同質

性 を仮定 す ると,集 計 的危 険資産 需要 は

Z*=βV-1[μ 一gp]す なわ ち,

P一ま μ一IVZう ⑳

と書 かれ るか ら,こ れ をベ ク トルZ*に 関 して微

分 す ると,微 係数 は行列

az-一 あv㈱

にな り,同 じ資産 の最適 保有量 とその価 格 の間 の

逆 需要 関数 の勾配(ap;/∂z)は,㈱ 式 右辺 の行列

の対角 要素 に よ り表 され る.一 般 に,行 列fig}の2

番 目の対角要素 は

ap;

aZi*一 一 か く い 一1,2,…,nf29)

で あ り,す べ ての2に 対 して4=1+r>0,β>0,

か っ,分 散Qli>0だ か ら,Z1の 需要 関数 の勾 配 は

負 で,右 下 が りで あ る と判定 で きる.

図一1は,典 型 的 なZ番 目の危険資産 の市場 均衡

を図示 して いる.横 軸 に危険 資産iの 物理 的集計

量Z,を 取 り,縦 軸 に危 険資産iの 価 格 ρ,を取 る.

曲線Dは 危険 資産Zの 需要 曲線 を表 し,右 下 が り

で あ る.垂 直 の直 線Sは 供 給 関 数 の グ ラフで あ

り12),危 険 資産2の 既 発行残 高 留 を表す.需 要 曲

線Dと 供 給 曲線Sの 交点Eは 市場 均 衡 を表 し,

図一1

P濫

P`*

0 OZ
L Z己
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対 応 す る均 衡 価 格 ρ1が 決 定 さ れ る.

投 資 家 期 待 の 同質 性 の下 で,危 険 資 産 市 場 の均

衡 条 件 式 働 は,

βv-1[μ 一gP]_Zo=0(30)

と書 き直 せ る.ま た,集 計 的 予 算 制 約 式 は

βP'V-1[μ 一4P]-P'zo十Zn+i-Z°n+1岸0(31)

とな る が,こ れ に市 場 均 衡 条 件(30)を代 入 す る と,

z瘡.1-Z°n+1=o(3オ

に な る.こ れ は集 計 的 確 実 資 産 保 有 額 が 固 定 的 に

な る こ とを告 げ て い る.

6.個 別 有効 フ ロンテ ィアと資本 市場線

個 別 主 体 の 局 面 に 立 ち 帰 っ て,次 の よ う な 設 問

を 考 え る.

「分 散zQw ,k-ZkkZkを,制 約 条 件uw,k一 編z々+g9。+1,k,

お よ びP'(Zk-OZk)+(zn+1 ,k-z°n+!,k)=0の 下 で 極 小

に す る.」

制 約 条 件 付 き極 小 化 問 題 は,将 来 富 の 分 散 を 目

的 関 数(6)と し,期 待 富(5)と 現 行 予 算 式(3)の2式 を

制 約 条 件 と す る ラ グ ラ ン ジ ュ 関 数Lを 設 け る こ

と に よ り実 行 さ れ る.

LニZkkZk-2λ1{ukZk十q'Zn+1 ,k一 μ励}

-2.1,{P'(OZk-Zk)+(z
n+Oi.k-zn+1,k)}㈱

こ の 極 小 化 問 題 の1階 条 件 は,関 数Lを 変 数

Zk,zn+1 ,k,λ1お よ び λ2に 関 し て 偏 微 分 し て ゼ ロ と

置 い て 得 られ る.

aL
=2「 覧z勘 一2λ1μ 舟一2λ2p=0(34-1)

∂Zk

aL
=-2λ1(1-2λ2==0(34-2)

azn+1

aL
=-2(ukZk十QZ

n+1,k-uw,k)=0(34-3)∂λ
l

aL
--2{P'(・rz2)+(z

。+1,、-z°n+1,k)}-0
∂λ2

(34-4)

極 小 化 の2階 条件 は 囮 姻[ukPq1]

=[00]を 満 足 す る ,あ ら ゆ る 非 ゼ ロ の

[dz'dzn+1コ ≠[o'o]に 対 して 次 の2次 形 式 が正,

す な わ ち,

[4〆銅 圏 協]一 ω ・Vk(dz)〉・

(絢

な る こ とで あ る.す な わ ち,行 列vkは 正 値 定 符

号(positivedefinite)13)で あ る.

1階 条 件 で,(34-2)式 λ2=一 λ1σを(34-1)式

に代 入 す る.

z々=λ1V『1[μ 々-gPユ

こ れ を(34-4)式 に 代 入 す る と

zn+1 ,k-P'z2+z°n.1,k一 λIP'vk'[μ 、-QP]

を 得 る か ら,上2式 を(34-3)式 に 用 い て,

uw.k一 λ1[μ陀『(7P]'vk-1[μ 、一卯]

+9(P'zl+z°n+1 ,k)

よ っ て,

馬 一[uw,k-4(/OPZk+z°n+1,k)μ

為一 σP]ノvk1〔 μガ ーσP]

(36)

(助

WOII

こ れ を ㈹ 式 に 代 入 して,

Zk-[uw,k一 σ(P'Zk+z°n+1,k)

μゼー(7P]ノvk[μ ガ/1]ザ[編 一QP](39)

を 得 る か ら,こ れ を 用 い て 目 的 関 数 を 書 き 直 す.

2Q
w,k=Z」 ♂vkZk=λ1z勘'[uk-4P]

=λ 弓[μ々一《7P]'V晃 一1[μセー9P]

一畿ll9轟 酷(40)

よ って,期 待 収益 と危険 との間 の直線 関係 が導 か

れ る.

uw,k[μ 、-4P]'vk-1[μ 、一σP]Qw,k

+σ(i4Pzk+z°n+、、)ω

それ ゆえ,投 資機会軌跡 はσガμ"平面 において勾配

[μ鳥一gp]'級 一1[μrgp]と 切 片4(p'z2+z°n+1∂

を持 っ直線 にな る ことが判 る.

前 述 の経 緯 を図 一2で 図解 す る と以下 の よ うで

あ る.σ ガμ"平 面 において,期 待 富(5)の さま ざま

な水 準 の下 で,分 散⑥ を極 小 にす るプ ロセス は,

予 算 制 約(3)を 満 足 しな が ら,各 期 待 富 μωの 水

準 で横 軸 の標 準偏 差Qwを 極 小 にす る よ うに左 方

に移 動 して予算制 約 の限界で止 まる境 界点 の軌 跡

が 描 か れ る.こ の 投 資 機 会 境 界 の 上 方 分 枝

(upperbranch)は 有効 フロ ンテ ィァ(efficient

frontier)14)と 呼 ばれ,こ の場合 の条件設定 で は,

有効 フロ ンテ ィアは(41)式で示 す直線 に な るので あ
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QU,

る.

付言 すれ ば,Qw「 晦 平面 において,個 別投資主

体 の危険資産混合 に関す る有効 フロ ンテ ィア は,

各 危 険 資産 収益 に関 す る基 礎 的投 資機 会 点(α,

μ∂ を包摂 す る危険 資産 投資機会集合 Φの境界双

曲線 φの上 方分枝 であ る.縦 軸uwの 確 実 資産 の

累積要 因(4=1+r)の 点Qか ら危 険資産投資機

会 集合 Φの境界双 曲線 φへ接線 を引 くと,そ の接

点Tと 点Qを 結 ぶ直 線分 が,危 険資 産 と確実 資

産か ら成 る総 合 ポー トフォ リオの有効 フロ ンテ ィ

アω にな るのであ る.

一般 に,総 合 ポー トフ ォ リオの線形 の有効 フロ

ンテ ィア(41)は,個 別投資主体 ごとに異 な るもので

あ る.個 別投 資主体 の投 資収 益予想 は さまざまだ

か ら,危 険資産投資機会 集合 Φの境界 双曲線 φや

接点Tの 位 置 は主 体 ごとに各 様 に現 れ る.こ こ

で,先 と同 じ 「投 資家期待 の同質性 」 を仮定 す る

と,個 別投資主体 の総合有効 フロ ンテ ィアは次 式

にな る.

uw,k[μ 一σP]'V}'[μ 一卯]Qw,k

+9(P'OZk+z°n.L、)幽

い ま,こ の直線 の有効 フロ ンテ ィアの式(42」を投 資

主体k=1,2,…,κ につ いて集計 す る と,勾 配 は等

しいか ら,切 片 の和4(p'z2+z°n+1み)は 集計 されて

uw[u-(1P]1V-1〔 μ一9P]Qw
K

+qΣ(P'z°kトzon+1 ,k)㈱
k=1

一81一

に な る.た だ し,Qw=Qw,1+Qw,2+…+Qw,Kは 個 々

の 標 準 偏 差Qw ,kの 単 純 和 を表 す15).す る と,(43)式

は市 場 全 体 の 集 計 的 総 合 有 効 フ ロ ンテ ィ アを 表 す

こ と に な り,こ の 場 合 の 資 本 市 場 線(capital

marketline)で あ る.

7.マ ー ケ ッ ト ・ポ ー トフ ォ リオ

投資家期待 の同質性 を仮定 した場合,個 別投 資

主体 の最適 危険資産 ポー トフォ リオの働 式 は,分

散 共 分散 行 列 の逆 行 列V-1と 期 待 値 ベ ク トル μ

が投 資主体全員 に対 して共通 とな り,さ らに市場

均衡価 格 ベ ク トルPQに 対 して個別 主体 の均衡 需

要ベ ク トルZQkが 決 まる.均 衡 時 のNk値 を 蔵 と表

す.

z覧二β尾V-1[μ一gPθ]㈹

他方,市 場均衡 条件{191式で,均 衡時 の β値 をeと

表 せば,
Qev-1[μ 一Qpe]-zo=0(45)

と書 かれ るか ら,㈹ 式 と㈲ 式 を合成 す ると,次 の

重要 な結果 が得 られ る.
e

す なわ ち,主 体kの 均 衡需 要 ベ ク トルZekは 危 険

資産の既発行残高ベクトル蹴 率伽 で収

縮 した もの に な って い る.そ こで,(46)式 で 任 意 の

二 っ の 資 産Zと ブの比 を 作 る と,す べ て のi,j=1,

2,…,nに 対 して

董一 星(471

イkZ,°

が成立 す る.す なわち,主 体kの 均衡 危険資産ZQk

の内部 構成比 は,対 応 す る危 険資産 の既発行残高

の構 成比 に一致 す る ことが判 る.危 険資産 の既 発

行残高 と同 じ構成比 を持 っ危 険資産混合 は,マ ー

ケ ッ ト・ポー トフォ リオ(marketportfolio)と

呼ばれ る.

[マ ーケ ッ ト ・ポー トフォ リオ]

「投資 家期待 の同質性 」の仮定 の下で,危 険資産

市場 が均衡 にある とき,す べ ての投資主体 は各 自

の最適 資産混合 の内部構 成比 を同一 に構成 し,し
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かもその内部構成比は,市 場全体の危険資産既発

行残高の構成比に一致する.さ らに,市 場均衡に

おいて,個 々の危険資産の発行残高 に占ある投資

主体の保有割合は,主 体全員の限界代替率の和に

対す る自己の限界代替率の割合に等 しい.1

8.シ ャープ の資 本資産価 格形成 モデ ル

W・F・ シャープ(1964)は,危 険資産 の1ド ル

当 た り収 益 率 瓦 の期 待値 μRと 分散URを 用 いた

2パ ラメー ター接 近 にお いて やや厳 密性 を欠 い た

図式 的方法 によ り危険 資産市場 の価格形 成 を論 じ

た.危 険資産 の単位 投資額 当 た り収 益率 瓦 は,Yi

-p`=9fを 資本利得 と して,

t
ρfA

と表 され るが,単 位 投 資額 当 た り収益 率 ・Riのベ

ク トルRと,資 産 の物 理的単位 当 た り将来価 値額

4,の ベ ク トルqと の間 に は,要 素Zに つ いて の関

係

4t一ρ∫+峨一ρ汁(ρ∫一ρ、)+di一ρ、(1+Rt)

よ り確 認で きるよ うに

q=P(c十R)

と い う変 換 関 係 が あ る.た だ し,

格 の対 角 行 列

Ppz

OOp
n一

(491

Pは 危険資産価

`は 要 素 が す べ て1のn次 列 ベ ク トル`一

-

¶

■
占

・
。

・

-
■

薗

で

ある.

σR一μR平 面に危険資産混合の投資機会集合Φを

描き,確 定利子率rの 点Pか ら投資機会集合Φへ

接線 を引 くと確実資産も含めた総合的資産混合の

線形有効フロンティア(シ ャープは資本市場線 と

呼ぶ)PZが 得 られる.

投資家期待の同質性を仮定すると,図 一3に示す

よ うに,収 益率(R)に よる接近 の場合,投 資機会

集合 Φ と線形有効 フロ ンティアPZは どの投資

μR

r

0

図 一3

6R

主体 に対 して も同一 に現 れ る と同時 に,投 資主体

の無 差別 曲線 群 だ けが主体 ご とに異 な って現 れ る

ことにな る.

σRrμR平面 で投 資機会集 合 Φ と線 形有 効 フロ ン

テ ィアPZの 接 点 をTと す る.

「投 資家 は混合Tに 含 まれ る危 険資 産 だ けを市

場 で購入 しよ うとす るか ら,こ れ らの資産価格 は

上昇 し,つ れ て期 待収益率 が下落 す る.よ ってT

は下 方 に シ フ トす る.他 方,混 合Tに 含 まれな い

資産 は購買 されな いか ら,価 格 が下落 し,期 待 収

益 率 が上 昇す る.こ の よ うな価格 変化 は新 しい資

産 混合 を魅力 的 に し,投 資行動 の修正 を促 す.こ

の一連 の修正 プロセスが進行 す るにつれて投 資機

会 双 曲線 は次第 に線形化 し,資 本市場 線 の少 な く

と も一 つ の混 合 にあ らゆ る資産 が入 り込 むよ うに

な る ま で 価 格 体 系 が 変 化 す る で あ ろ う.」

{Sharpe,X964,p.435)

この主 張 は要約 す ると,図 一4が示 す よ うに,模

索過程 を経 て,投 資機 会集合 Φ の双 曲線有効 フロ

ンテ ィア φが線形化 し,投 資 機会集合 Φが資本市

場線 にあ り込 み,線 分abに な るとい うので あ る.

この主張 が誤 りで あ る ことは次 のよ うに示 す こと

が で きる.(桐 谷1986b)

第一 に,双 曲線 有効 フ ロンテ ィア φ上 の点 は危

険資 産混合 を構成 す る資産 をすべ て含 んで い る.

したが って,接 点 の混合Tに 含 まれ る危 険資産 と

含 まれ ない危 険資産 とを区別 し,そ れ らの有無 に
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応 じて需 要 に差 を生 じ,価 格 が上 下 に分 かれ ると

い う主張 は不合理 で あ り,誤 りで あ る.

第二 に,投 資機 会双 曲線 が次第 に線形 化す ると

い う主張 の根底 には,線 形 の資本 市場線 が固定 し

て い るとい う誤認 が あ る.シ ャープの設 定 で資本

市場 線 は

μR;(!lx‐rc)ハ 壕「1(μR-rc)QR十r(50)

の よ うに示 され,勾 配 に は危 険資産 の市場価 格p

が 明 示 的 に 現 れ て い な い.し か し,勾 配 θ

=(μR一 π)ivg1(uR-rの を価 格pが 表 記 され る

よ うに変形 す る と,

θ2-(μ 。-rt)'V葦1(μ 。-rc)

一[μ一ρP]1v[μ 一4P](51)

であ る ことが判 る16).そ れゆ え,市 場価 格 ベ ク ト

ルpが 変 化す ると,資 本市 場線 の勾配 も変 化 す る

ので あ り,固 定 した資本市場線PZへ 投 資機会集

合 Φ が め り込 むの で はな く,価 格 ベ ク トルpの

変 化 と と もに,投 資機 会 集 合 Φ と資 本市 場 線 φ

は接 した まま シフ トす るので あ る.

上述 の経緯 を簡潔 に展 開す る.わ れわれ の物理

的価値 接近 とシ ャープの収益 率接近 の間 の い くっ

か の変 換式 を用意 す る.将 来 価値額qの 期 待値 を

μ=E[q],収 益 率 ベ ク トルRの 期 待値 を μπ=E

[R]と 置 けば,

μ=P(`十 μR)(52)

と書 かれ るか ら,

q-E[q]=q一 μ=P(R一 μR)
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を 用 い て,分 散 共 分 散 行 列Vは

V=E[(q一 μ)(q一 μ)'ユ

・=PE[(R一 μR)(R一 μ
R)']P'=PVRPノ(謝

と変 換 され る.

投 資 家 期 待 の 同 質 性 を仮 定 した 場 合 の有 効 フ ロ

ンテ ィ ア の勾 配 を θ=[μ 一gpコ'V-1[μ 一σp]と 置

こ う.す る と,こ れ を2乗 した も の は

θ2=[μ 一σP]'V-1[μ 一4P]⑤9

だ か ら,こ れ をpに 関 して 偏 微 分 す る.

ae2
=-2qV-1[μ 一ρPユ(59

∂P

伽 式Z*=βV』1[μ 一QP]で,Z*>0か つ β>0に よ

り,V-1[μ 一卯]>0を 得 る か ら,4>0を 考 慮 し

て,㈲ 式 の符 号 は負,∂ θ2/∂p<0で あ る.よ って,

資 本 市 場 線 は,各 危 険 資 産 の価 格p、 が 上 昇 す れ

ば,右 方 に 回 転 して勾 配 が減 少 す る.ま た,各 危

険 資産 の価 格 ρ∫が 下 降 す れ ば,左 方 に 回 転 して 勾

配 が増 加 す る.

危 険 資 産 の 投 資 機 会 集 合 Φ にお い て,あ る代 表

的 な基 礎 的 投 資 機 会 点(QRi,μR,)が 価 格 変 化 と と

もに ど う変 位 す る か を 見 て み よ う.期 待 値 と標 準

偏 差 は,そ れ ぞ れ

uRt=P-1か つ 帰 争(56)

と変換できるから,各 式を価格 あ で微分す る.

盤 一一 く・かつ 留 一一 く・6の

す ると,危 険 資産Zの 価格 あ が上 昇 す る と期待 収

益 と標準 偏差 はと もに減少 し,基 礎 的投資機会 点

(QRi,μR`)は 原点 に向か って移動 す る.ま た,同 価

格 が下 落す る と期待収益 と標準 偏差 は と もに増 加

し,基 礎 的投 資機会 点(QRi,μRf)は 原 点か ら遠 ざ

か る.こ れ は価 格 の上 昇 と下落 に応 じて,投 資 機

会集合 Φが原点 に接近 す るか遠 ざか るこ とを示 唆

してい る.

9.ビ アバ ッグ;グ ロー ヴ の シ ャー プ批 判

シ ャ ー プ の 危 険 資 産 市 場 モ デ ル が 厳 密 性 を 欠

き,種 々 の 問 題 点 を 孕 ん で い る い る と し て ビ ァ

バ ッ グ=グ ロ ー ヴ(G .0.Bierwag=M.A.Grove,
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1965)は 一 応厳密 な数学 モデルを代案 と して提 出

した.彼 らの議 論 は途中 まで モ ッシ ン(Mossin,

1966)の 理論 モ デル と類 似 し,有 益 な結 果 が出 そ

うで あ ったが,重 要 な誤 りを犯 したので不発 に終

わ って しま った.以 下 で,ビ アバ ッグ=グ ロー ヴ

の モデル の問題 点 を摘 出 し,検 討 す る.彼 らは単

純 化 の ため,危 険資産 の配 当 を捨象 して資本 利得

だ けを収 益 と し,確 実 資産 を現金 のみ と し,利 子

を捨象 したが,こ れ は本質 的 な ことで はない.以

下 は,わ れわれ のモ デルにな ぞ らえて説 明す る.

先 の個別主 体 の最 適資産選 択 の解 働 と(13)式で,

4=1と 置 けば,形 式上,ビ ァバ ッグ=グ ロー ヴの

モデル にな る.先 ず,個 別投 資主体 の最適解 を出

す.

Zkニ β々 V軍一1[μ々 -Pユ(5団

'zn+1,k=w°k+RkP'vki[μ た一P](59)

次 いで,経 済 全 体 のK主 体 の危 険資 産超 過需

要(Z*k-z2)を 集計 して ゼ ロ と置 けば,危 険資産

市場 のス トック均衡 条件 が得 られ る とす る.
KKK

Σ(Zk-zl)=Σzず=Σ β々V匠一1[μ陀一P]=0㈹
k=1k=1k=1

しか しな が ら,こ こで ビァバ ッグ=グ ロ ー ヴ は,K
Σz2=zo=0{61)
k=1

と仮定す るが,こ れが重大 な過誤 とな るので あ

る.ま ず,彼 らは㈹式を,危 険資産市場均衡の本

質的な閉鎖条件と考える.社 会で誰かが株式を保

有す るな らば,そ の株式 は誰かにより発行 された

ものであり,相 殺されてゼロにな ると考えた.仮

定㈹ は,経 済 のK人 の主体が証券 の発行 と引受

を行い,さ らに証券の貸借を行い,こ れ らを相殺

して,な お,保 有の移転(取 引)を 行 うか ら,
K
Σz蒼=Z*≡0 ㈹
k=1

すらも成立 してしまうのである.㈹ 式を価格Pに

つ いて解 き,

ガ轡 ヴ 悟鮎} ㈹

こ こで ビァバ ッグ=グ ロー ヴは投資家 期待 の同質

性 を適 用 す る.こ の と き上 式 は

Pθ;(βV-1)-1{βV-1μ}=μ (fib

とな り,(58)と(59)でZ*k=0か っ9談繊=w°kが 導 かれ

るか ら,投 資 主 体 は危 険 資 産 市 場 の均衡 にお い

て,危 険資産 を全 く保有 す る ことな く,全 投資残

高 を現金 で保 有す るとい う驚 くべ き結論 が 出て く

る.つ ま り,投 資 家期待 の同質性 の下 で,危 険 資

産 市 場 均 衡 にお い て投 資 主体 は現 金 しか 保 有 せ

ず,完 全 な流動性 選好状態 にな るので,こ のよ う

な非現実 的な状況 は,投 資家期待 の同質 性 を仮 定

した ことに起因 す る とい うのであ る.
K

しか しなが ら,本 来,zo一 Σzlは,危 険資産 証
k=1

券の貸借を相殺 した後,証 券の発行市場で引き受

け られた既発行証券数のベク トルzo>0に 等 し
K

〈,ゼ ロで は な い.他 方 で,Z*-Z*は,各 投 資
k=1

主 体 に よる最適 な危険 資産証券 の保有 需要 の集計

的 ベ ク トルで あ り,Z*>0で あ る.そ して,Z*-

zoニ0は 既発 行証 券 の流通市 場 だ けを対象 とす る

均衡条 件で あ る.

[注]

1)資 産 選択論において保有残高 は当初 は保有比率で取 り扱

われ,後 に保有金額で定式化 されたが,資 産価格を決定す る

ために,株 式数 ・債券数 を物理的保有残高 と呼び,変 数 とす

る.

2)変 数d;は,株 式の とき不確実 な配当であり,債 券の とき確

実な利子で ある.し か し,株 式 と債券 の双方 とも市場で取 り

引きされるか ら,不 確実 な資本利得を発生 し,危 険資産 に分

類 される.

3)金 融資産収益 を確率変数 と見 なす場合,資 産収益が属す る

確率分布 が1次 と2次 のモーメン ト(積 率)で 規定 される場

合 の理論体系 をい う.最 も周知 な2パ ラメー ター確率分布

は正規分布で あり,平 均値(mean,期 待 値)と 分散(vari-

ance)に よ って分布形が指定 され る.

4)任 意 の財の価格 を1と 置 くことによ り,そ の財 と他財 との

交換比率が絶対的 に決定 され る.こ のように価格を1と 置

く財 を価値尺度財 という.

5)市 場性(marketability)と は,証 券や財が市場で売買で

きる可能性 をいう.証 券 が市場性 を持っ とは,そ の証券 が証

券市場に上場 されていなければな らない.

6)所 定 の分析期間の初期にすでに保有 されてい る富=財 産

(財 のス トック)を い う.

7)投 資 家が彼 らの投資を,投 資収益の期待値(E)と 分 散

(V)な い し標準偏差(S)に よ って規定す るという投資基準

をい う.2パ ラメーター方式 と同義である.

8)確 率変数 である危険資産収益 の効用関数 は確率変数で あ

り,そ の期 待 値 を 取 る こ と が で き,そ れ を 期 待 効 用

(expetedutility)と 呼 ぶ.

9)m個 の制約条件 の下で,目 的関数を極大 あるいは極小 に

す る方式である.xを 変数のn次 列ベク トル,λ をLagra-

nge未 定 乗数 のm次 列 ベ ク トルとす る.先 ず,Lagrange

関数Aを 作 る.Lagrange関 数 は目的関数をノ(x)と 置 き,
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Lagrange未 定乗数のm次 列 ベク トル λに制約条件を陰関

数形式 に したベク トルg(x)=0を 掛 けた λ'g(x)を 付 け加

える.A=ノ(x)一 λ'g(x).こ れ をxに 関 して微分 しゼロに

等 しく置いて1階 条件が得 られる:∂A/∂X=af(x)/∂x=0,

∂A/∂ λ=-g(x)=0.2階 条 件は,g'(x)dx=0を 満足す る

非 ゼ ロのdx≠0に 対 して次 の2次 形 式 が正 値 定符 号 で

(dx)'[∂2A/∂x2](dx)>0な らば極小,負 値定符号で(dx)'

[∂2A/∂Xz](dx)〈0な らば極大である。

10)収 益Rの 標準偏差aRが 増加す るにつれて期待効用が減少

す るよ うな投資主体 を危険回避者 という.危 険回避者の特

徴 は ∂E[u]/∂aR<0で 表 され る.こ れに対 して危険愛好者

(risklover)の 特徴 は ∂E[u]/∂σR>0で 表 される.危 険愛好

者 の最適解は通常,端 解 になるか ら,分 析 はむ しろ容易であ

る.

11)ワ ル ラス法則 は通常,多 数財市場 でn種 の財市場が均衡

す るとき,社 会全体 の取引制約条件が成 り立つので,n-1

市 場 が均衡すればn番 目の市場が自動的に均衡す ることを

いう.n市 場が均衡 して超過需要関数がゼロな らば,E,(A、,

ρ、,…,ρ 。);0,E、(♪bP2,…,p.)-0,…,E。 ⑦・ρ・,…,ρ・)
n

=0 .さ らに,会 計的な取 引制約Ep;E;=0も 成 立 するか ら,
n-1j=1
Σp/Eゴ+pnF'n-0.す なわち,n-1市 場 が均衡す るとpnEn=0
ゴ=1

を伴 うか ら,E。=0が 出 て くる.

12)ス トック均衡では垂直の供給関数が現 れる.図 一1で,垂

直線Sは 危険資産iの 既発行残高(ス トック量)を 表 し,ス

トック需要 曲線Dと の交点Eで ス トックの均衡が成立す

る.対 応す る均衡価格は拶 である.

13)も し対称行列Aが 正値定符号(positivedefinite)で あ る

な らば,す べての非ゼロのベク トルx≠0に 対 して2次 形式

x'Ax>0で あ る.

14)有 効 フロンテ ィアは,実 行可能な集合Aの 任意の点aに

おいて,よ り 好 ま しい標的が達成 され る東北Lま たは西

北」 方向で直角の範囲 を立てる.も しこの範囲内に集合A

の 内点 がないならば,点aは 有効である(efficient)と い

う.ま た,も しこの範囲内に集合Aの 内点があるならば,点

dは 有効でない(inefficient)と い う.

15)投 資 家期待の同質性 の下で,分 散の㈹式よ り,

K`k{Ouw ,k-Qwk}
,す なわち,ΣQw ,k=-々1[μ

一々(孤⊃]'紘一1[μゼ9P]

　 編 ヂ ・よつて μ・一嫡 喋 を得る・

た だ し σω=Σ σ融,μ 盟=Σ μ融 か っW°=Ewkで あ る.
kニ1

16)μ=P(L十fLR)を 用 い て,[μ 一4P]'V一1[μ 一4P]

={P[(`十 μR)一(1十r)`]}'P'V-1P{P[(`十 μR)一(1十r)`]}

=(μ π一 π)'vg1(uR‐rc)と 変 形 で き る.
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