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１．はじめに 

流体力学における基礎方程式のナビエ・ストークス方程式は非圧

縮性粘性流体の運動を記述する方程式として広く用いられる．古く

から理学，工学の各分野から数学的解析，実験及び数値的シミュレー

ションなど，色々な方法で盛んに研究されてきた．しかしながら，

粘性により引き起こされる拡散効果及び強い非線形性の効果で，あ

るところの流体運動は局所的な構造が現れながら，全体の流体運動

に複雑に影響される非局所性を持っている．そのため，例えば 3 次

元ナビエ・ストークス方程式に対して，有限時間で解が爆発するか

（時間大域的可解性）というミレニアム問題をはじめ，今なお解明さ

れていない問題が多い． 

この爆発問題に対して，数学解析的なアプローチは様々で，例え

ば弱解の正則性からの挑戦，時間局所的な解の延長可能性が挙げら

れる．そのほかフィールズ賞の受賞者である Fefferman 氏及び

Constantin 氏が提案した幾何的正則性判定法は渦度の方向の振る舞

いに着目し，渦度の方向が安定していると有限時間の爆発は起こら

ないという手法が現在の主流の一つになっている（［2］）．しかしこれ

らの結果は強い条件を仮定されたにもかかわらず，一部の領域でし

か解明されていない．一方，計算科学においては数値シミュレーショ

ンで解の急遽増大などの漸近挙動及び局所的な構造の特徴を把握す

るための研究が進んでいるが，無限大や極限操作など数学解析固有

な手法が扱えない．ほかにも血流及び竜巻など具体的な現象を解明

するため，実験が設けられている．各分野ではそれぞれ多彩な途中

成果が上げられたが，流体運動を解明するには異なる分野の協働及

び分野を超える統合的な発想が望まれる．筆者は途中成果を踏まえ

て，実際に起きている現象への応用を意識しつつ科学計算で流体運

動の振る舞いを考察し数学理論を構築してきた．具体的に「幾何的

正則性判定法」など解の正則性及び関連問題の数学解析を行い，そ

の結果を基に数値計算を展開し，成果を上げた．その成果の概略を

以下に述べる． 

２．幾何的正則性判定法 

 二次元半平面において以下のナビエ・ストークス方程式のバック

ワードの解を考える． 
𝜕𝜕ｔ𝑉𝑉 � div �𝑉𝑉 𝑉 𝑉𝑉� � �𝑉𝑉 � �𝑝𝑝 � 0, div 𝑉𝑉 � 0  (1) 

全平面の場合，渦度場についての強最大値原理より，過去無限時刻

から２次元全平面で満たす解（マイルド解）は定数しかないことが

知られているが（［6］［9］），半平面における粘着境界条件下では全く

結果がなかった．粘着条件では境界上渦度が発生することによって，

最大値原理から直接渦度場に対する先験的評価（アプリオリ評価）

が得られない．そのため，筆者は最大値原理の代わりに，渦度場の

境界条件に着目して解析することによってマイルド解は定数解しか

ないというリウヴィル型定理を構築できた(［8］)． 

定理１（半平面における粘着境界条件下でのリウヴィル定理） 

（𝑉𝑉，𝑝𝑝）は半平面における粘着境界条件下で(1)式をみたすとする．

以下の仮定(2)から(5)をみたしていれば、𝑉𝑉は恒等的に０となる． 

sup������ ��|𝑉𝑉�𝑡𝑡�|����� � �|𝜕𝜕�𝑉𝑉�𝑡𝑡�|���� � �,� ∈ �0,1� (2) 

𝑝𝑝 � 𝑝𝑝� � 𝑝𝑝�     (3) 

sup��������𝑡𝑡��/� ��|𝑉𝑉�𝑡𝑡�|��� � �   (4) 

ω � 0     (5) 

(2)式と(4)式はそれぞれ速度𝑉𝑉に対する正則性の条件と I 型爆発条件

で、(5)式は渦度ωの方向に関する仮定である．(3)式は圧力𝑝𝑝の構造に

ついての条件で、𝑝𝑝�と𝑝𝑝�はそれぞれ対流圧力項とストークス圧力項

という（ポアソン方程式とラプラス方程式の解である）． 

定理１の応用として半空間の幾何的正則性判定法を確立した． 

定理２（半空間における幾何的正則性判定法） 

𝑉𝑉はナビエ・ストークス方程式の空間的に有界なマイルド解とする．

𝑉𝑉は sup�,���𝑡𝑡��/�|𝑉𝑉�𝑡𝑡, 𝑥𝑥�| � � をみたすと仮定する．さらに渦度方向

ξ � ω/|ω|が以下をみたすとき，𝑉𝑉はt � 0 において爆発しない： 

ある d � 0,η�modulus of continuity�に対して， �t, x�, �t, y� ∈ 𝛺𝛺� �
��𝑡𝑡, 𝑥𝑥�||𝜔𝜔�𝑡𝑡, 𝑥𝑥�| � ��のところに， 

|ξ�t, x� � ξ�t, y�| �η�|x � y|�   (6) 
(6)式は渦度方向に対する連続性の条件である．定理２は渦度方向を

コントロールできれば I 型爆発の可能性を除外できると主張してい

る． 

現在に至るまでミレニアム問題に対して，爆発が起きないための

十分条件が調べられた結果は様々あるが，その多くは速度など特定

な量が小さければ爆発しないと言った条件である．それに対して，
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Fefferman 氏らが 3 次元全空間で「渦度場の方向が空間変数に対し

て，一様に連続であれば，たとえ渦度が大きくても爆発しない」と

いう幾何的正則性判定法と言われる判定法を提唱した．この判定法

を半空間で粘着境界条件の場合に示すのは全空間の場合と比べると

更なる多くの付帯条件が必要であったが，筆者の構築したリウヴィ

ル型定理により幾何的正則性判定法を全空間と同じ仮定の下で初め

て確立した．その後，圧力評価の構築ができ，有界領域でも全空間

と同じ仮定の下で初めて確立した（［7］）． 

３．双曲型流の数値計算 

 ナビエ・ストークス方程式の軸対称双曲型流（背景の線型的流れ

が xy 平面無限直方から流入し，z 軸の遠方に流出するような流れ）

に対して，旋回のある場合と旋回なしの場合を考察し，前節の結果

と比較しながら，有限要素法（［15］［16］［17］［18］）で数値シミュレーショ

ンをし，旋回のある場合に特有な現象を観察した（［12］）．概念的に

言うと，「爆発（的な流速）が生じる⇒軸上でのみ起こりうる」（［1］）

と「爆発（的な流速）が生じる⇒旋回あり」（［19］）などの数学解析の

代表結果から着想を得て数値計算を展開した．前節の定理２の結果

「渦度が大きくても，渦度場の方向をある程度コントロールできたら

（連続性），爆発解はありえない」ことに対し，本結果は渦度が大き

いところに（図１の下の境界付近，［12］），ある程度不安定なら（渦度

方向の著しい変化）（図２，［12］），速度が急遽増加するような不安定

な現象が起こることを観察した（図３，［12］）．この結果は竜巻の 2 セ

ル構造及び核付近の下降気流（［13］）に深く関連して，渦度場の瞬間

的な挙動がどのように竜巻の構造に影響するかを新たな視点で突破

口を切り開いた． 

 

図１ 渦度のノルムの断面図 

 

図２ 渦度方向各成分．縦軸は値で横軸は下の境界との距離 

 

図３ 旋回のある場合に速度ノルムの時間発展 

４．そのほかのアプローチ 

 幾何的正則性判定法以外，解の正則性に関するほかのアプローチ

にも挑戦した．Serrin 条件を満たしている強解が存在するための初

期値に対する必要十分条件及びその強解の一意性は，Leray 氏（以

下ルレイ）及び Hopf 氏以来，様々な研究結果が上げられた（［14］

［10］）．筆者は最初の Serrin 条件と強解に対して，初期値に対する条

件に時間変数の重みをつけることによって，時間的局所強解のクラ

スを拡張した．言い換えると，元々の強解のクラスに属さないよう

な解も拡張された強解（重み付き強解）のクラスに入っていれば，

同じような解析は可能で，延長可能性も考えられる．筆者は拡張さ

れた強解（重みつき強解）が存在するための必要十分条件を示し，

同クラスでの一意性も考察した（［3］［4］［5］）． 

 そのほか，難問であった全空間におけるルレイ問題の一般化にも

挑戦した（［11］）．３節に述べた双曲型流が背景流とした定常流は，

例えばバーガーズ渦という非自明解が知られている．背景流が逆の

パターン（ｚ軸から流入し，他の二つの軸へ流出する）の場合は非

自明解が存在しにくいと思われる．筆者が解に対する有界性以外の

弱い減衰性を課すことによって，この場合に対して非自明解の非存

在を初めて数学解析的に証明をあげた．爆発型自己相似解の構成問

題であるルレイ問題は，等方的線形の流れを背景流とする解の存在

問題に帰着される．従って筆者の考案した背景流を伴う定常ナビ

エ・ストークス方程式の解の存在問題は一般化されたルレイ問題と

みなせる．背景流が違うとかなり異なってくるため，ルレイ問題（ル

レイ方程式）を扱った多くの文献の方法（エネルギー法など）とは

別に，ストークス半群をはじめ，新たな手法によって，リウヴィル

型定理を構築することに成功した． 

５．今後の展望 

 非線形楕円形方程式の空間全域における有界の解は定数解かと

いった問題に対し、ラプラス方程式の場合に、有界の解は定数解の

みと知られ、リウヴィル定理と言われている。Fefferman 氏が提唱

された幾何的正則性判定法を確立するためにふくらまし法（blow-

up argument）を用い，3 次元ナビエ・ストークス方程式の解の正則

性問題をリウヴィル型問題に帰着される． 

これからの目標は様々な領域での幾何的正則性判定法の確立で

ある．本質的に困難な点は任意の領域においてのストークス半群の
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考察及び圧力に対するＬ∞ 評価の導出がまだ完全ではないという

ことが挙げられる．領域の性質に合わせてＬ∞ 評価の導出がキー

と考えている．別のアプローチとして，正則性問題に対し Serrin 氏

が提唱した強解のアプローチ及び幾何的正則性判定法と関連して

いる手法の開発も考えられる． 

そのほか，竜巻構造の解明に向けた双曲型流の数値解析及び旋

回を伴う軸対称双曲型流の渦度に関する解析を行う．双曲型流にあ

る程度旋回が加わる場合は竜巻の 2 セル構造に深く関連している．

前述幾何的正則性判定法など具体的な数学理論を基に、有限要素法

で数値計算を行うことが本研究の手法である．時間平均速度ではな

く、各瞬間の速度と渦度などの量に対する計算によって，全体的な

印象だけでなく，瞬間的な漸近挙動をより理解することを目標とす

る．さらに，軸対称ではない場合も考察し，深く関連している大気

現象の一つである竜巻の仕組みの解明及び日々重要視されてきた

防災対策に貢献していきたい． 
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