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１．緒言 

セラミックスは耐熱性，耐摩耗性，耐食性などに優れるが，その脆

弱性から単体での構造用材料用途は限定的であった．一方，このセ

ラミックスをセラミックス繊維などで強化したセラミックス基化複

合材料（CMC；Ceramic Matrix Composites）は，繊維架橋，繊維破断，

繊維引抜け，界面はく離・すべり，き裂偏向などの微視損傷の発現に

より高靭化を実現した材料であり，従来の金属材料などでは適用困

難だった航空宇宙分野などの高温環境下構造材料として期待されて

いている[1,2]．  

この CMC に代表される繊維複合材料の界面すべりの接触問題に

は，従来，ペナルティ法などを用いた有限要素解析などが行われて

きたが，これらの手法では繰返し計算を必要とするため，解析時間

が長く，解析精度が繰返し数に依存することが問題視されてきた[3]．

そこで，著者らはこの問題に対して制約条件付き有限有限要素法

（CC-FEM: Constraint Conditional Finite Element Method）を提案した[4-

7]．同手法は繊維-母材界面に多重節点を導入し，節点変位の等価性や

接触力のつりあい式を立てて，界面接触状態を定義するもので，従

来手法と異なり，繰返し計算を必要としないため，精度向上および

解析時間の短縮が期待できる．しかし，これらの定式化は界面方向

と負荷方向が同一な On-axis 界面すべりを対象としたもので，実材料

における繊維配向や繊維径変動，すなわち，Off-axis 界面すべりを考

慮したものではなかった． 

そこで本研究では，この CC-FEM を用いて Off-axis 界面すべり状

態を定式化し，有限要素解析を行った．また，同手法による解析結果

を汎用解析および理論モデルと比較することでその妥当性を検証す

るとともに，Off-axis 界面すべりの影響について検証した．  

 

 

 

２．解析方法 

2-1 接触解析における剛性方程式 

接触力を取り入れた仮想仕事の原理は，一般的に次式のように与

えられる． 
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ここで，ijは応力，uiは仮想変位，ijは仮想ひずみであり，添字 i，

jは半径方向 rおよびすべり方向 zのいずれかを示す．また，図 1 に

示すように，� ��は接触面 Cの表面積，��̅は接触面 C以外の力学的境

界の表面積，V は体積である．ここで，式(1)の第 1 項は仮想ひずみ

ijによる弾性仕事，第 2 項は体積力 piによる仕事と表面力 Tiによる

仕事の和，第 3 項は接触力 Riによる仕事を示している． 

 式(1)を離散化し，各要素上の節点に等価節点力を定義すると，通

常の有限要素法の剛性方程式に接触力を加えた次式が導かれる． 

 ������� � ���� (2) 

ここで，[K]は式(1)の第 1 項から導かれる全体剛性マトリックス，

{u}は節点変位増分，{f}は第 2 項から導かれる節点荷重増分であ

る．さらに，{ΔR}は第 3 項から導かれる接触力増分であり，未知変

数として扱う． 

 

図 1 2 つの物体間に働く接触力 

 

dSC
���̅

u=U0

Ti=0

Object 1
(Such as fiber)

Object 2
(Such as matrix)

Contact surface(Such as interface)

Ti
Ri

u=0

pi
dV

*特別助教 機械工学科 
Assistant Professor, Dept. of Mechanical Engineering 

21



 

 

2-2 界面接触状態の定義 

CMC の強化材として用いられるセラミックス繊維などは局所的

に径が変動することがあり，はく離界面において Off-axis 方向の界

面すべりが生じると予想される．そこで，以下のような損傷過程を

想定して界面接触状態（制約条件）を定義した． 

1) On-axis 界面すべりと同じく，まず繊維破断または母材き裂が

発生する． 

2) その周りに界面はく離が起こる． 

3) 続いて界面摩擦を通じて力学的つり合い状態に達するまで繊

維－母材間で Off-axis 方向に界面すべりが生じる． 

以上のような状態を図 2 に示すような，(a) 固着状態，(b) 界面が

はく離し，摩擦すべりが生じた後，静止した状態（以降，界面すべり

状態と呼ぶ），(c) 母材き裂，および(d) 繊維破断を伴う界面すべり状

態の４種類[1,3,4]の非損傷・損傷状態として定義した．なお，節点は要

素間に複数個配置されており，節点 1，3 は繊維側，2，4 は母材側に

ある．図 2(a)は非損傷状態であり，4 つの節点が固着し，常に同じ位

置にある．また，図 1(b),(c),(d)は，負荷方向（z方向）に対して繊維

と母材の節点が角度 α（反時計回りを正）を持った Off-axis 界面に沿

って相対的な界面すべりを起こした状態である． 

  
(a) 固着 (b) 界面すべり 

  
(c) 母材き裂を伴う 

界面すべり 
 (d) 繊維破断を伴う 

界面すべり 

図 2 CC-FEM における界面接触状態のモデル化 

 

2-3 界面接触条件（制約条件） 

図 2 の各界面接触状態において，制約条件（変位増分の等価性，

接触力増分のつり合い式）はそれぞれ以下のようになる． 

(a) 固着（図 2(a)） 

界面の同じ位置で節点 1~4 が固着しているため，それらの変位は

等しく，接触力の和は 0 であるので，制約条件は次式で与えられる． 
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ここで，uおよびwは節点 1～4 の rおよび z方向変位増分，Rお

よびR’は rおよび z方向の接触力増分を表す． 

 

(b) 界面すべり（図 2(b)） 

図 2(b)の Off-axis 界面すべりでは接触力と摩擦力の作用方向が異

なるため，図 3 のように r および z 方向の接触力をすべり方向およ

びすべり垂直方向に分解し，クーロン摩擦則を適用させる．即ち，  

����� � ��������� � ���� � �������� 
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となる．ここで，Cは等価摩擦係数であり， 

� � ���� � �� � �����/�� � ������ (6) 

と定義される．これは，図 2(b)に示すように界面で繊維と母材が互

いに押し合う方向に接触力が働く場合，角度により摩擦係数が見

掛け上 C=Cmaxに増加することを意味し，の増加とともに摩擦力は

大きくなる． 

 一方，界面が互いに離れようとする方向に接触力が作用すると

き，等価摩擦係数 Cは， 

� � ���� � �� � �����/�� � ������ (7) 

となり，の増加とともに摩擦力は小さくなる．以上より，界面す

べり状態（図 2(b)）の界面接触条件は次式で与えられる． 
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(8) 

 

図 3 off-axis 界面における接触力 

 

同様に，図 2(c)および(d)の制約条件は次式で与えられる． 

 

(c) 母材き裂を伴う界面すべり（図 2(c)） 
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(d) 繊維破断を伴う界面すべり（図 2(d)） 
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なお，式(3),(8)～(10)の界面接触条件において， =0[o]とおくと

On-axis の制約条件と一致し，上記の Off-axis 界面接触条件は On-

axis を包含する． 

 

 

 

 

2-4 制約条件付き有限要素法の仕組み 

制約条件（式(3), (8), (9), (10)など）中の変位の等価性の式（��� �
��� � ��� � ���など）より，いくつかの計算すべき未知変位増分u

を削減できるため，この削減分を未知接触力R に充てることができ

る．例えば，図 2(b)の界面すべり状態の場合，式(8)より全ての未知

変数は表 1 に示すように，8 つの変数（3 つの変位増分u1, w1, u2お

よび 5 つの接触力R2, R3, R’3, R4, R’4）で表すことができる． 

ここで，式(2)の剛性方程式のある多重（4 重）節点の箇所のみを書

き出すと，Kij（i, j=1~8）を剛性マトリックス成分として，  
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となる．ここで，未知変数はu1~w4, R1~R'4の計 16 個であるが，

方程式は 8 個（式(11)は 8 行）であり，このままでは全ての未知変数

を求めることはできない．そこで，制約条件（式(8)）を用いて式(11)

を変形し，接触力項{R}を左辺に組み込むことを考える．

 式(11)の 1 行目を書き下すと 

������ � ������ � ������ � ������ � ������ � ������ � ������ � ������ � ���� � ��� (12) 

となる．さらに，表 1 の式を用いると，  
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∴ ���� � ��� � ��� � ������� � ����� � ���� � ���� � ������������ � ����� � ���� � ���� � ������������ � ��� � ��� � ��� � ���� (14) 

のように書き換えられる．式(14)は{uc}T={u1, w1, w2, R2, R3, R’3, R4, R’4}T中の 8 つの未知変数の内，6 つの未知変数u1, w1, w2, R2, R3, R4

で表わされている．また，2~8 行目も{uc}中の 8 つの変数のみを使って表すことができるため，式(11)の剛性方程式は 
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 (15) 

 

すなわち，[Kc]を変形後の剛性マトリックス，{uc}を接触力を含む変

位ベクトルとして 

 ��������� � ���� (16) 

のように変形できる．この式(16)をガウスの消去法などで数値的に解

くことで，{uc}，すなわちu1, w1, w2, R2, R3, R’3, R4, R’4が直接

求められる．また，他の未知変位u2, u3, w3, u4, w4および未知接触

力R1, R’1, R’2は，表 1 の式を用いて求めることができる． 

以上のように，接触条件により計算すべき未知変数が削減できる

ため，剛性方程式の接触力項{R}を左辺に組み込むことができる．

これにより繰返し計算を必要とせず，1 回の計算で変位解を得られる

ため，CC-FEM では解析時間の短縮および精度の向上が期待できる．

表1 接触条件による未知変数の削減（界面すべりの場合） 
{Δuc} 変位 u, w 接触力 R, R’ 
��� ��� ��� � ����� � ��� � ����
��� ��� ���� � ������ � ����� � ���� � ������ � ���� � ����
��� ��� � ��� � ���� � �������� ��� 
��� ��� ���� � ����� � ����� � ���� � ����� � ���� � ���� 
��� ��� � ��� ��� 
���� ��� � ��� ���� 
��� ��� � ��� � ���� � �������� ��� 
���� ��� � ��� ���� 

※{uc}は式(16)から直接求まる．すべての変位u, wはu1, w1, w2で表せる．全ての接触力R, R’はR2, R3, R’3, R4, R’4で表せる． 
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2-5 理論界面すべりモデル 

CMC は焼成後の冷却過程で熱ひずみを生じ，無負荷状態でも繊維

－母材界面に締付け応力が働く[8,9]．この状態で負荷を与えると，締

付け応力が徐々に緩くなって界面すべりが生じるが，そのすべり抵

抗はクーロン摩擦力によって決定される．Chiang はこのような現象

も界面すべりの一形態と見なし，熱ひずみおよびポアソン効果を考

慮した理論界面すべりモデルを提案している[9]． 

Chiang は母材き裂面（z=0）周りの界面すべり領域（0<z≦Ld）にお

ける繊維，母材の負荷方向応力(z)f, (z)mおよび界面せん断応力��を  
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と与えている．また，固着領域（z≧Ld）では， 
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と与えている．さらに，r方向応力(r)および θ方向応力()は 
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と与えている．ただし， 
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ここで，Ef, Emはヤング率[MPa]，νf, νmはポアソン比[-]，αf, αmは熱

膨張係数[K-1]，Vf, Vmは体積率[-]，rf, rmは外半径[mm]，(σz)f(∞), (σz)m(∞)

は z=∞における z方向応力[MPa]であり，添字の f, mは繊維および母

材を示す．また，は負荷応力[MPa]，ΔTは温度変化[K]，qiおよび q0

は熱ひずみおよびポアソン効果による締付け応力[MPa]，は摩擦係

数[-]，rは任意の r座標[mm]（rf≦r≦rm），��は有効半径[mm]（母材の

z方向応力は r=��に集中し，rf≦r≦��の領域のみにせん断応力が働く）

である．本研究ではこの理論モデルの応力分布を CC-FEM および

ANSYS の解析結果と比較した． 

 

2-6 要素分割および境界条件 

従来の論文[10-15]でも指摘されているように，CMC では界面はく離

規模が大きく，よって，繊維破断点周りの応力集中は著しく小さく，

繊維間の相互干渉も小さい．そこで，本研究では円筒状の母材（外半

径 rm= 0.011 [mm]）に単繊維１本（外半径 rf=0.0055 [mm]）を埋め込

んだ長さ L/2=2.5[mm]の CMC を解析対象とし，図 4 のように要素分

割を行った．要素は軸対称三角形要素を用い，CC-FEM の節点数は

1250，要素数は 1000 とした．また，ANSYS では節点数 752，要素数

1000 とした．そして，母材き裂面（z=2.5[mm]）から長さ Ld＝1.0[mm]

の On-axis 界面すべり状態を適用させた後，繊維側の節点に変位境界

条件を与えて解析を行った． 

図 4 に Off-axis 界面すべり解析に用いた有限要素モデルの模式図

を示す．要素分割では母材き裂面の位置（z =2.5[mm]）における繊維

径を rf=0.0055[mm]とし，z =2.5[mm]を中心に高さ Δr，長さ Δzの凸部

が存在するような繊維形状を便宜上想定した．ここで，Δr=(rm－

rf)/4=1.375[m]については一定とし，Δz の値を Δz =0.5~2.0[mm]と変

化させた．これは Off-axis 角度= 0.158~0.039[°]に相当する．また，

Off-axis 角度の増加に伴い，等価摩擦係数も C=0.0528~0.0507 のよう

にそれぞれ増加する． 

 

図 4  On-axis 界面すべりの解析モデル 
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図 5  Off-axis 界面すべりの解析モデル 

３．解析結果および考察 

3.1 On-axis 界面すべり 

On-axis 界面すべり（=0[o]，図 4 および図 5 左）の場合の CC-FEM

および ANSYS による応力分布の比較を図 6 に示す．ここでは，便宜

上，ヤング率 Ef =Em=200[GPa]，ポアソン比f =m=0.2[-]，摩擦係数

=0.05[-]，温度変化 ΔT=0[K]，界面すべり長さ Ld=1.0[mm]とし，境界

条件として圧縮負荷を想定した． 

図 6(a)より，CC-FEM では母材き裂面（z=0）から 1[mm]以上の固

着領域（1.0≦z≦2.5）において，fおよびmの値は一致し，一定で推

移していることが確認できる．一方，き裂面から 1 [mm]以内の界面

すべり領域（0≦z≦1.0）において，mは母材き裂面から非線形の応

力回復を示し，一方でf は母材き裂面で負の最大値を示した後，大

きく減少している．これは，母材き裂により，本来，母材側で受け持

つべき荷重を繊維側で全て受け持つためである．また，はく離先端

近傍において，繊維および母材の応力が急激に変化している．これ

は，界面の接触状態が界面すべりから固着へ変化していることに起

因する． 

一方，図 6(b)に示すように，固着領域において，r およびは共

に 0 である．これは熱応力を初期に与えておらず，繊維と母材のポ

アソン比を同値（f=m=0.2）としたためである．また，すべり領域

では，rおよびの分布は非線形を描き，繊維および母材に r 方向の

圧縮応力が働いている．これは，繊維と母材の z 方向のひずみに差

異が生じ，ポアソン効果によって r 方向のひずみにも差異が生じた

結果である．また，母材側のrおよびについては，r 座標の位置に

よりひずみ分布が変化し，外側の要素の応力が小さくなった． 

さらに，ANSYS による解析結果（図 6 の破線）および Chiang の

理論式（図 6 の一点破線）でも，すべり領域において応力分布は非

線形を示すことが確認できる．また，z，r および方向いずれの応力

分布に関しても良好な一致を示しており，On-axis 界面すべりにおい

て CC-FEM の定式化は妥当であるといえる． 

3.2 Off-axis 界面すべり 

図 7 (a), (b)に CC-FEM および ANSYS による Off-axis 界面すべり解

析結果を示す．両者のf およびm の応力分布はほぼ一致し，r およ

びも同様に一致した．以上から，本研究で提案した CC-FEM によ

る Off-axis 界面すべりの定式化は妥当であるといえる． 

また，図 7 の応力分布の変化に着目してみると，Off-axis 界面すべ

り状態を設けることで，その応力回復の傾きが大きくなっているこ

とが確認できる．これは，繊維径が変化する領域（Off-axis 界面）に

おいて，界面が角度だけ傾くことにより等価摩擦係数 C が大きく

なり，母材き裂面からの母材応力の回復が圧縮側へより早く生じる

ためである．また，rおよびにおいても同様に急激な応力変化が生

じる領域が確認された．以上のように，Off-axis 界面において等価摩

擦係数 C が増加することで，摩擦力の急激な変化が生じ，いわゆる，

機械的結合（アンカー効果）が働いていると言える． 

次に，同様な Off-axis 角度条件に対し，摩擦係数を=0.03 および

0.1 と変化させて解析を行った．解析結果のうち，σzの分布を図 8 に

示す．図 7(a)および図 8(a),(b)に示すように，が大きくなるにつれて

母材応力の圧縮側への回復がより早く生じている．また，図 8(a)に示

すように，が小さいときは=0.0788[°]と 0.158[o]の応力分布の差が

大きくなる．すなわち，が小さければに対する等価摩擦係数 C の

割合（=C/）が大きく変化するために，両者の差がより顕在化する．

換言すると，が小さいときは，界面の傾きによるアンカー効果がよ

り強く現れるようにといえる． 
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(a) z (a) CC-FEM ( =0.05) (a) CC-FEM ( =0.03) 

   
(b) r,  (b) ANSYS ( =0.05) (b) CC-FEM ( =0.1) 

図 6 On-axis 界面すべり解析の応力分布 

（CC-FEM，ANSYS，理論モデル） 

図 7 Off-axis 界面すべり解析の応力分布 

（CC-FEM，ANSYS） 

図 8 Off-axis 界面すべり解析の応力分布にお

ける摩擦係数の影響（CC-FEM） 

 

４．結言 

本研究では，制約条件付き有限要素モデル（CC-FEM）による CMC

の Off-axis 界面すべり問題を定式化した．まず，単繊維が埋め込まれ

た CMC への圧縮負荷を対象に，On-axis 界面すべりによる CC-FEM

による解の妥当性を ANSYS および理論式による解との比較から確

認した．続いて，Off-axis 界面すべりを CC-FEM によって解析した結

果，母材き裂面からの応力回復が早くなり，静摩擦係数が小さいほ

ど角度の影響，すなわち，Off-axis の影響がより強く現れることが

確認できた． 

以上のように，本研究で提案した CC-FEM は，On-axis 界面すべり

だけでなく，Off-axis 界面すべり，繊維破断，母材き裂などの損傷を

多重節点と制約条件により的確に定義でき，複合材料の損傷問題お

ける様々な物理現象の再現が期待できる． 
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