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1．はじめに

非線形シュレディンガー方程式は超流動や超電導（Bose－Einstein

凝縮），光ファイバー内の信号の伝播，流体中の渦糸の運動，非調

和結晶中の熱パルスなど，分散効果の強い波動現象を記述する，時

間と空間とを変数にした偏微分方程式の1つである．筆者はこれに

逆2乗ポテンシャル（inverse－square potentials）を摂動した問題に対

して解の存在をはじめとする様々な研究を進めている．このポテン

シャルは量子力学（Calogero－Moser 系），conic manifold における波

の伝播，燃焼理論など数多くの物理現象に登場する．また，数学的

に興味深い問題が介在しており，近年盛んに研究されている．この

問題に対して筆者による最近の研究成果を中心に論述したい．これ

以降は非線形項が Hartree 型である次の方程式に限定する．
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また，λは実数である．（HE）は Hartree 方程式や Choquard－Pekar 方

程式とも呼ばれる．（HE）の最終項は Hartree 型非線形項といい，

g u u x u( ) (| | * | | )= -λ γ 2

と略記されることが多い．これは物理学的には重要なものであり，

非局所的相互作用を表す典型例である．これは，多体シュレディン

ガー方程式の準古典近似や，プラズマに対する Hartree－Fock 近似を

することにより現れる．一般に非線形偏微分方程式の研究ではべき

乗型，例えば

g u u up( ) | |= -λ 1

などをはじめとする局所的相互作用を意味する非線形性を考察する

ことが多い．しかし，非線形シュレディンガー方程式に対してはポ

テンシャルの有無にかかわらず両者ともに研究対象であり，それぞ

れに数多くの結果が得られている．

シュレディンガー方程式に対する重要な性質は保存則の成立で

ある．例えば，（HE）に対しては
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また，virial 等式と呼ばれる，非線形シュレディンガー方程式の研

究には欠かせない関係式も成立する：

d
dt

xu t x P u t x
L

2

2

2
2 8( , ) ( ( , )).=

ただし，以上までに登場した汎関数は

v x v x dx
L N

( ) : | ( ) | ,2

2 2= òR

Q v v x a
x

v x dx
N

( ) : [| ( ) |
| |

| ( ) | ] ,= Ñ +ò
1
2

2
2

2

R

G v v x v y
x y

dxdy
N N

( ) : | ( ) | | ( ) |
| |

,=
-´òò

λ
γ4

2 2

R R

E v Q v G v P v Q v G v( ) : ( ) ( ), ( ) : ( ) ( ).= + = +2 γ

逆2乗ポテンシャルの数学的特徴を見よう．まず，αの条件は次

に示す作用素が非負自己共役である必要十分条件である：

P a x La : | | .=- + -∆ 2 2in

閾値が明記できるのは，N≥3で成立する Hardy の不等式
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が次の意味で最良だからである：左辺の係数 a（N）を少しでも大き

くすると，逆向きの不等式が成立する零でない関数が存在する．と

ころで，作用素の非負性はシュレディンガー方程式に限らず偏微分

方程式の研究で重要な役割を果たす．一方，自己共役性はシュレ

ディンガー方程式の研究に必要不可欠である．特に，Stone の定理

によれば自己共役性は線形シュレディンガー方程式の可解性に対す

る必要十分条件である．量子力学ではハミルトニアンの自己共役性

は本質的な仮定であることにも注意する．さて，伸張関係式

P v x P v xa a( ) ( )µ µ µéë ùû = ( )2

が成立するため，逆2乗ポテンシャルの効果を無視することはでき

ない．その影響が非負自己共役性の限界の登場と考えてもよかろう．

更に，エネルギー汎関数 E（v) の定義域

X D Pa: (( ) )/= +1 1 2

が a の値によって異なる．実際，a＞－a（N）のときはよく知られ

たソボレフ空間

X H v v v L= = Ñ Î1 2{ | , }
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であるが，a＝－a（N）のときはそれよりも若干広い関数のクラス

である．そのため解析が難しいと思われていたが，筆者らはエネル

ギー法を開発し（［5］），エネルギー空間 X を解析することで，解の

存在証明に至ったのである（［8］）．エネルギー空間の解析にはガン

マ関数の性質が重要であることは補足しておきたい：

( )
( ) / ( ) /
( ) / ( ) /

/
( )- £

+( ) -( )
-( ) +( )

∆
Γ Γ
Γ Γ

s

L a Nu
N s s
N s s

P2
2

2 4 1 2
2 4 1 2

ss

L
u s/ , .2

2
0 1< <

なお，エネルギー法は解の存在しか得られないため，一意性などは

Strichartz 不等式を利用しなければならない．（HE）に対応するもの

は［1］にて本質的な結果が得られている．Strichartz 不等式は空間だけ

でなく時間についても積分した量に対する不等式である．

exp( ) .
( )

- £itP u C ua L L Lt x x
0 0 2τ ρ

実は，非線形シュレディンガー方程式の解の一意存在は Strichartz

不等式を利用し，縮小写像の原理に基づいて証明することが標準的

である．しかし，逆2乗ポテンシャルが摂動された問題には解の存

在に a ないしγに余計な条件を課す必要があることがわかっており，

良い方法とは言えないのが現状である（［4］）．

定理1（解の存在）

⑴ 　（see［6，8］）u（0）∈X とする．このとき，次の意味での時間局所解

が一意に存在する：

u t x C T T X C T T X( , ) ([ , ]; ) ([ , ]; ).*Î - Ç -1

　　ただし，X＊は X の双対空間である．

⑵ 　（see［7，10］）u X D x( ) : (| |)0 Î = ÇΣ であれば，⑴の時間局所解はで連

続である．

⑶ 　（see［6，8］）λ＞0またはλ＜0，0＜λ＜2とする．このとき，⑴の時

間局所解は時間大域解に延長できる（T＝∞）．

⑷ 　（see［7，10］）

λ γ< > ( ) Î0 2 0 0 2, , ( ) ( )E u xu L<0,

とする．このとき⑴の時間局所解は有限時刻で爆発する．

2．散乱問題

この節では特に断らない限りλ＞0に限定する．このとき時間大域

解の性質，特に t＝±∞の挙動を考察する．保存則及び虚数の影響

で解は振動する．そこで，その振動がλ＝0の解に相当する

exp ( )-( )itP u xa 0

と同じか否かを考える．解 u（t，x）の振動がこれと同じであれば，

それを打ち消したものの極限

（FC）　　 lim exp ( , ) ( )
t aitP u t x u x
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の存在を期待する．u（0）∈Y なるすべての（HE）の解に対し極限

（FC）が確定するとき，（HE）は Y で漸近自由という．その一方で

逆問題として「（FC）を満たすような（HE）の時間大域解 u（t，x）

が存在するか」も考える必要がある．存在すれば対応

W u x u x+ +: ( ) ( , ) 0

が定められ，これを（HE）の波動作用素という．今は＋∞の方向

だけ考えたが－∞の方向を考えてもよい．このとき量子力学で重要

な役割を演じる散乱作用素
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が構成できる．このような極限（FC）に関わる問題を散乱問題と

いう．a＝0の場合には詳しく研究されている．

定理2（a＝0に対する散乱問題）

⑴ 　（see［3］）γ >1であれば

Σ = Ç = Ñ ÎX D x v v v xv L(| |) { | , , }2

　　 において漸近自由である．また，波動作用素がΣ上で構成でき

る．

⑵ 　（see［2］）γ≤1ならば漸近自由にはならない．詳しく言うと，（FC）

を更に修正すれば極限が確定する．

Hayashi－Tsutsumi［3］による方法は方程式（HE）と終値条件（FC）

とを適当な変換を施した問題を解くものである．擬共形変換
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を用いて変換すると（HE）は
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と変換される．一方，（FC）は
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と v（t，x）の初期条件を与える形に変換された．なお，この変換が

正しく機能するためには空間遠方での強い減衰を仮定した重み付き

エネルギー空間Σで考えなければならない．（HE）に対する散乱問

題を解決するため，v（t，x）に対する偏微分方程式の初期値問題に

対し解の存在を示したり，t＝0における連続性などを調べたりする．

そのために筆者は非自励系の非線形シュレディンガー方程式に対す

るエネルギー法を開発した（［11］）．（HE）に対応する結果を書き下

したものが次の定理である．

定理3

⑴　θ≥0，v（0）∈X とする．このとき，
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　　 の時間局所解が次のクラスで一意に存在する（λが負でもよ

い）：
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　　 更に，次のエネルギー関係式が成立する：
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⑵ 　v（0）∈Σであれば，⑴の時間局所解はΣで連続である．

⑶ 　λ＞0，またはλ＜0，0＜γ＜2とする．このとき，⑴の時間局所

解は時間大域解に延長できる（T＝∞）．

これを（HE）に対する散乱問題に換言すれば以下のようになる．

定理4（散乱問題）

⑴ 　γ＞2，u+∈Σとする．このとき（FC）を満たすような（HE）の

時間大域解が一意に存在する．従って，波動作用素がΣにおいて

構成できる．

⑵ 　γ＞2，u（0）∈Σとする．このとき（HE）の一意な時間大域解に

対し極限（FC）が確定する．従って，（HE）はΣ上漸近自由である．

⑶ 　u＋と u（0）との間には次の等式が成立する：

Q u Q u G u E u( ) ( ) ( ) ( ) .+ = ( )+ ( )= ( )0 0 0
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注意．極限（FC）はどの意味なのか（つまり，位相）も重要である．

上の定理4における極限の強さはΣのノルム位相である．漸近自由

性と波動作用素の存在が同じΣで示されたことになるが，（HE）の

初期値問題の解がΣで連続になることも示されている（定理1）ので，

（HE）はΣで漸近完全であるといえる．

補足．γ＜1，u（0）∈Σの場合，極限（FC）が L2の意味で成立する解

は零解に限られる（例えば［3］）．これは極限（FC）では除去できて

いない振動が残っている影響が原因である．そのため，より複雑な

補正を加えて散乱問題を考察する必要がある（修正散乱問題）．

3．今後の展望

（HE）に対する散乱問題はγ <2の場合に難しい．これを克服する

ためにはエネルギー法（定理3）にある仮定θ≥0を緩める必要がある．

残念ながら現状ではその手筈が整っていない．ところで，散乱問題

の解決には初期値問題と同様に縮小写像の原理の方法もある．ここ

でも Strichartz 不等式が有効である（例えば［9］）．しかしながら a＞

－a（N），1＜γ＜2でないと波動作用素が構成できない．γ＞2の場合

には a ないしγに余計な条件が必要である．本来散乱問題において

はγ＞2が扱いやすいとされていたが，それと逆行する結果である．

また，解の一意存在がいえるエネルギー空間 X における散乱問題

を解決するには，Morawetz 不等式と呼ばれる virial 等式を一般化し

た不等式を利用しないと難しい．Zhang－Zheng［13］で部分的な結果が

ある程度である．a＝－a（N）では完全に手付かずの状態である．

一方，λ <0の場合には定在波解と呼ばれる変数分離された解

exp( ) ( )i t xω φω

が存在するため，散乱問題はより難しくなる．ただ，時間無限大で

の挙動を調べる観点では軌道安定性の考察も有効である．これは簡

単に言えば，初期値を定在波解のものから少しずらした（HE）の

解がいくら時間を経過しても定在波解と近いままであることが軌道

安定性の定義である．部分的な結果が Trachanas－Zographopoulos［12］

にあるが，まだ研究余地が大いに残っていると感じる．そもそも，

より一般化した非線形項に対する定在波解の存在は示されていない

ので，その証明が急がれている．
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