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金融政策ラグと均衡の決定性
＊
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【要約】 本稿では、金融政策に政策ラグが存在するニューケインジアンモデルを展開し、政策ラグが

定常状態の安定性（決定性）に与える影響について考察する。（a）政策当局が名目利子率の操作にお

いて、インフレ率と産出の両方をターゲットとし、それぞれの反応に同じ長さのラグがある場合、ラ

グの増大は正の実部を持つ固有値を増加させる効果を持つ。この結果、ラグの増大が不決定性を解消

し、定常状態の決定性をもたらすことが示される。しかし、過度なラグの増大は定常状態の不安定性

をもたらす。（b）インフレ率と産出の両方をターゲットとし，一方にはラグがあるがもう一方にはラ

グがない場合には、ラグの増大が、正の実部を持つ固有値を増加させるケースと負の実部を持つ固有

値を増加させるケースが存在する。このため、ラグの増大によって、一度決定性を失った定常状態が、

さらなるラグの増大によって、再び決定性を取り戻す可能性がある。
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1 . 序論
本稿の目的は、政策ラグを導入したニューケインジアン（NK）モデルを用いて、金融政策ラグが経
済の安定性に与える影響を分析することである。特に、政策ラグの増大が経済の安定性（均衡の決定
性）に寄与する可能性があることを理論的に示すことにある。
政策ラグとは、政策の必要性が認識され、政策が決定され実行され効果を表すまでの時間的な遅れ
のことである。政策ラグは一般に、認知ラグ、決定ラグ、実施ラグ、波及ラグに分類される。本論で
は、内在的な遅れ（波及ラグ）ではなく、政策の必要性が生じてから実際にそれが実施されるまでに
かかる時間的な遅れ（すなわち、認知、決定、および実施ラグ）を考察の対象とする。
マクロ経済学で用いられる理論モデルでは、各種の政策ラグの存在は捨象して議論が展開されること
が多い。政策ラグの存在がモデルの性質に大きな影響を与えないのであればこうした単純化も正当化
されるが、もし無視できない影響を持つのであれば、これまで発展してきたマクロ経済理論の妥当性に
関わるものとなる。政策ラグの先駆的な研究としては、Friedman (1948)がある。Friedman (1948)

は理論的に厳密な分析は行っていないが、ラグの存在が不安定性を高める可能性があることを指摘し
ている。
理論モデルにおいてラグを表現する方法には、分布ラグと固定ラグという 2種類の方法がある。例
として、政策当局がある目標変数の変動に応じて政策変数を操作するような状況を考えてみよう。分
布ラグの場合、政策当局は、目標変数の過去から現在までの加重平均値に反応して政策変数を操作す
る。たとえば、加重を表す分布関数がベキ関数である場合には、政策当局は目標変数の現在の値を最
も重視し、過去にさかのぼるほどその重みは小さくなる。一方、固定ラグの場合、政策当局は過去の
ある一時点の目標変数の値に反応して、政策変数を操作する。これは、過去のある一時点で分布関数
が垂直に立ったケースとして概念的には解釈することができる。しかし解析的にはそれを分布ラグの
一特殊ケースとして扱うことはできない。なぜなら、分布ラグを含むモデルが常微分方程式体系とし
て表されるのに対して、固定ラグを含むモデルは「遅延微分方程式体系（system of delay-differential

equations）」として表されることになるからである。
Benhabib, Schmitt-Grohé, and Uribe (2003)は、無限の過去から現在までのインフレ率の加重平
均値に名目利子率が反応すると想定した金融政策ルールを含む NKモデルを展開している。この政策
ルールは、形式的には分布ラグを伴う金融政策を表している。しかし、解釈としては、これは政策実
施の遅れというより、政策当局が意図的に過去のインフレ率を参照して名目利子率を操作している状
況と理解するのが妥当であろう。政策実施に遅れがある状況を表現する方法としては、固定ラグの方
が適切であると考えられる。
政策ラグを固定ラグとして表現したモデルは、Asada and Yoshida (2001)やDe Cesare and Sportelli

(2005)、Yoshida and Asada (2007)などによって提示されている1。しかしこれらの研究では、ミク
ロ的基礎を持たない、すなわち経済主体の行動を動学的最適化の結果として明示的に説明しないモデ
ルが用いられている。この種のモデルにおいて定常状態が「安定」であるとは、任意の初期状態から出
発する解が定常状態に収束することである。つまり、正の実部を持つ固有値が存在しないことである。
一方、NKモデルのようなミクロ的基礎を持つモデルでは、安定性の基準として「均衡の決定性 (deter-

minacy of equilibrium)」が用いられる。動学的最適化問題における非先決変数（non-predetermined

1 これらの研究では、課税ラグや財政政策ラグが安定性に与える影響について考察が行われている。
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variables）は、その初期値を経済主体が設定することができる。そのため、その選択が一意（決定）
であるためには、非先決変数の数に等しい数の正の実部を持つ固有値が必要となる。たとえば、非先
決変数の数が 2であるとすると、正の実部を持つ固有値が 2つのとき、均衡は決定（determinate）と
なる。正の実部を持つ固有値の数が 2より小さければ、均衡は不決定 (indeterminate)、すなわち均衡
経路は一意に決まらない。均衡の不決定性は、経済主体の期待の変化に起因する経済変動（いわゆる
サンスポット変動）が発生するための必要条件であるため、ミクロ的基礎を持つモデルではそれはあ
る種の不安定性の要因とみなされる。このような安定性基準の下で、政策ラグの影響について議論し
た研究はまだ少ないが、Tsuzuki (2014, 2015, 2016)による NKモデルを用いた一連の研究を挙げる
ことができる2。
Tsuzuki (2014, 2015)の研究は金融政策ラグと均衡の決定性に関するものであり、前者がmoney-

in-the-utility function (MIUF)、後者が money-in-the-production function (MIPF)の設定の下で
議論している3。前述した Benhabib, Schmitt-Grohé, and Uribe (2003)のモデルはMIPFの設定を
採用しているので、Tsuzuki (2015)のモデルは Benhabib, Schmitt-Grohé, and Uribe (2003)のモ
デルの固定ラグ版とみなすことができる。
Tsuzuki (2014)は、政策ラグの増大には定常状態を不安定化させる効果があることを示している。
この結果は Friedman (1948)の指摘と一致している。一方、Tsuzuki (2015)は、政策ラグが安定性
（決定性）に寄与する可能性があることを示している。これら 2つの結論は相反するようにみえるが、
ラグの増大は正の実部を持つ共役複素根の数を増加させる、という共通の数学的結果から導かれてい
る。これらのモデルにおける非先決変数の数は 2であるから、正の実部を持つ根の数が 2であれば均
衡は決定となる。MIPFモデルでは、ラグがない場合に正の実部を持つ根が存在しないケースが現れ
得る。しかし、MIUFモデルではそのようなケースは現れ得ない（正の実根が少なくとも 1つは存在
する）。したがって、MIUFモデルではラグは不安定性をもたらすのみであるが、MIPFモデルでは
ラグの増大によって不決定性が解消される可能性があるのである。
以上の議論では、ラグの数は 1と想定されているが、複数のラグが存在する場合やパラメータがラ
グに依存する場合などの研究も、近年活発に行われている。これらの場合には、ラグの増大によって
負の実部を持つ根の数が増加するケースが現れ得ることが知られている4。ところが、特性方程式があ
る「特殊な条件」を満たすときには、たとえラグの数が 1であり、パラメータがラグ依存でなかったと
しても、ラグの増大が安定性をもたらす（すなわち、負の実部を持つ根を増加させる）可能性がある。
このようなケースの存在を示した経済モデルとして、Matsumoto and Szidarovszky (2013b)の課税
ラグを含む動学的 IS–LMモデルを挙げることができる。ただし、彼らのモデルはミクロ的基礎を持
たないため、本論のような均衡の決定性・不決定性という基準を用いた安定性分析は行われていない。
本稿では、MIPFモデルを用いて、ラグが不決定性だけでなく、不安定性をも解消する可能性があ
ることを示す。言い換えれば、MIPFモデルでは、ラグの増大が正の実部を持つ固有値を増加させる

2 ミクロ的基礎付けを持たないモデルではあるが、新古典派の枠組みに固定ラグを導入したモデルとして、
Guerrini and Sodini (2013)の資本蓄積ラグを考慮したソローモデルがある。

3 Tsuzuki (2016)は財政政策ラグを含むMIUFモデルを展開している。
4 以下の数学的研究が挙げられる：2つの固定ラグを含むケースについてはGu, Niculescu, and Chen (2005)

と Lin and Wang (2012)；3 つの固定ラグを含むケースについては Gu and Naghnaeian (2011)；パラ
メータがラグ依存であるケースについてはBeretta and Kuang (2002)。Tsuzuki, Shinagawa, and Inoue

(2015), Tsuzuki and Shinagawa (2015), Tsuzuki, Kurokawa, and Shinagawa (2016)では、これらの
数学的手法を NKモデルに適用し分析を行っている。
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ケースだけでなく、負の実部を持つ固有値の数を増加させるケースも存在する、ということを示す。
Tsuzuki (2015)では金融政策ルールの目標変数としてインフレ率のみ（インフレターゲティング）の
ケースが検討されているが、ここでは産出（産出ターゲティング）をも考慮する。これにより、特性
方程式に関する「特殊な条件」が満たされる可能性が生じる。具体的には、政策当局の認知に変数間
で偏りがある（一方には遅れがあるが、他方にはない）と想定した場合に、ラグの増大によって負の
実部を持つ根の数が増加するケースが現れるのである。
本論文の構成は以下の通りである。まず第 2節ではモデルの構築、第 3節と第 4節でそれぞれ政策
ラグがある場合とない場合の安定性分析を行う。最後に第 5節で結論を述べる。

2 . モデル
NKモデルは基本的に 3つの構成要素から成る。オイラー方程式、ニューケインジアンフィリップ
ス曲線（NKPC）、金融政策ルールである。本節では、まず経済主体の最適化行動からオイラー方程式
と NKPCを導出し、続いて金融当局の政策ルールを定式化する。
Benhabib, Schmitt-Grohé, and Uribe (2003)に従い、経済を、金融当局と家計–企業ユニットの
連続体から成る取引の場として表現する。

2.1 家計–企業ユニット
家計–企業ユニットは、区間 [0, 1]に異質性をもって連続的に分布し、j ∈ [0, 1]によってインデック
スされる。各家計–企業ユニットは、差別化された財 j の生産と最終財の消費を行う。また無限の将来
にわたって存続可能であるとする。家計–企業ユニット j の通時的効用関数を次のように表す。

Uj(cj , πj) =

∫ ∞
0

e−ρt
[
log cj(t)− η

2
(πj(t)− π∗)2

]
dt, ρ > 0, η > 0 (1)

ただし、cj は家計–企業ユニット j による最終財の消費量、πj は第 j 財の価格の変化率、π∗はインフ
レ率の定常値、ρと η はそれぞれ主観的割引率と価格改定コストの規模を表すパラメータである。価
格改定コストは価格交渉などによってもたらされる生産者の心理的負担などと理解される5。ここで
は、価格の変化率 πj が π∗から乖離した場合にのみコストが発生する、という定式化を行っているが、
これは計算の簡単化のためであり、本論の結論には影響しない。また、Rotemberg (1982)などに倣
い、関数を 2次式に特定している。価格改定コストの存在のために価格は粘着的となる。よって ηは
価格粘着性の程度とみなすこともできる。
最終財は各家計–企業ユニットによって生産された差別化された財を組み立てることにより生産され
る。よって、差別化財は最終財生産のための中間財と解釈できる。さらにここでは、最終財の生産は
その構成物である中間財のみを必要とし、本源的投入物は必要ないと仮定する。また、最終財の市場
は完全競争であるとする。最終財の生産技術を次のような CES関数によって表す。

y =

[∫ 1

0

yαj dj

] 1
α

, 0 < α < 1 (2)

ここでyは最終財の生産量、yjは第 j財の投入量である。差別化財の間の代替の弾力性はφ ≡ 1/(1−α) >

5 価格改定コストを財の負担を伴わない生産者の心理的負担として扱うこのような定式化は、以降の計算を
大幅に簡単化する。同様の定式化は Benhabib, Schmitt-Grohé, and Uribe (2001, 2003)や Shinagawa

and Inoue (2016)などでも採用されている。
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1によって表される。最終財生産企業は、技術 (2)の下で生産量 yを所与として総費用
∫ 1

0
pjyjdjを最

小化するように第 j 財の需要量を決定する。ただし pj は第 j 財の価格である。最適性条件から、第 j

財に対する需要関数

yj =

(
pj
p

)−φ

y (3)

が得られる。ここで pは以下のように定義される物価の指標である。

p =

[∫ 1

0

p1−φ
j dj

] 1
1−φ

(4)

インフレ率は π ≡ ṗ/pによって表される。
第 j 財の生産には実質貨幣残高mj が必要であるとする。第 j 財の生産技術を次のように表す。

yj = (ζmj)
β , 0 < β < 1, ζ > 0 (5)

貨幣が唯一の投入物であるという想定は分析の簡単化のためである。Benhabib, Schmitt-Grohé, and

Uribe (2003)ではより一般的な、貨幣に加えて労働も必要とされるケースも検討されているが、基本
的な結果は変わらない、ということが示されている。
家計–企業ユニット j は資産として貨幣のほかに名目債券 Bj を保有する。債券は名目利子率 Rで
収益を生む。Aj を名目資産残高、Mj ≡ pmj を名目貨幣残高とすると、Aj ≡Mj +Bj が成り立つ。
資産は所得と利子の受け取りによって増大し、消費によって減少するので、家計–企業ユニット j の瞬
時的な予算制約式を次のように表すことができる。

Ȧj = pjyj +RBj − pcj

実質単位で表すと次の式が得られる。

ȧj =
pj
p
yj + raj − cj −Rmj (6)

ここで aj ≡ Aj/pは家計–企業ユニット j の実質資産残高、r ≡ R− πは実質利子率である。
需要関数 (3)に直面した家計–企業ユニットは、(5)と (6)、価格の遷移式 ṗj = πjpj を制約条件と
して、(1)を最大化するように cj と πj の経路を選択する。最適性条件から以下の 2本の式が導出さ
れる（Appendix A.1を参照）。

ċj = (r − ρ)cj (7)

π̇j = ρ(πj − π∗) +
φ− 1

η

pjyj
pcj

− φ

βηζ

y
1
β

j

cj
R (8)

(7) は消費のオイラー方程式、(8) は NKPC である。なお経済学的に意味のある解は、横断性条件
limt→∞ e−ρtμ1(t)aj(t) = 0と limt→∞ e−ρtμ2(t)pj(t) = 0も満たさなければならない。μ1 と μ2 は
それぞれ最適化問題における aj と pj の共役変数である。
家計–企業ユニットの間の対称性より、すべての家計–企業ユニットが消費や資産構成、価格設定につ
いて同一の選択を行うような「対称均衡」が成立する。このとき、(2)と (4)より、すべての j ∈ [0, 1]

について y = yj、p = pj、および c = cj が成り立つ。c ≡ ∫ 1

0
cjdj は経済全体の消費である。した

がって、(8)は次のように書き換えられる。
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π̇ = ρ(π − π∗) +
φ− 1

η

y

c
− φ

βηζ

y
1
β

c
R (9)

最後に、市場清算条件として財市場の均衡条件が次のように書ける6。

y = c (10)

2.2 金融政策当局
金融政策当局はルールに従い、産出 yとインフレ率 πの変動に応じて名目利子率Rを操作するもの
とする。ここでは当局は yと πの安定化を目的とし、それらの定常値を目標値に設定していると仮定
する。金融政策当局の政策ルールは次のように定式化される7。

R(t) = R̄+D1(y(t− τ1)− y∗) +D2(π(t− τ2)− π∗) (11)

ここで R̄ > 0は目標達成時における名目利子率、D1 ≥ 0とD2 ≥ 0はそれぞれ産出とインフレ率に
対する名目利子率の反応度である。τ1 ≥ 0、τ2 ≥ 0は政策ラグの大きさを表している。政策ラグがな
いときは τ1 = τ2 = 0であり、τ i > 0, ∃i ∈ {1, 2}であれば政策ラグが存在することになる。τ1 が産
出量を参照する際の政策ラグ、τ2 がインフレ率を参照する際の政策ラグである8。

2.3 遅延微分方程式系
経済の均衡動学は、オイラー方程式 (7)、NKPC(9)、最終財市場の清算条件 (10)および金融政策
ルール (11)によって描写される。これらの式は、以下のような y と π を内生変数とする微分方程式
系に集約することができる。

ẏ(t) =[R̄+D1(y(t− τ1)− y∗) +D2(π(t− τ2)− π∗)− π − ρ]y(t)

π̇(t) =ρ(π(t)− π∗) +
φ− 1

η

− φ

βηζ
y(t)

1−β
β [R̄+D1(y(t− τ1)− y∗) +D2(π(t− τ2)− π∗)]

(12)

τ1、τ2 のうち、少なくとも 1つが正の場合、名目利子率 R(t)が過去の産出量 y(t − τ1)やインフレ
率 π(t− τ2)に依存するため、これらの式は遅延微分方程式となる。
(12)の非自明な解（定常値）は次のように与えられる。

y∗ =
[
(φ− 1)βζ

φR̄

] β
1−β

, π∗ = R̄− ρ

これらの値は政策ラグの大きさに依存しない。

3 . 政策ラグが存在しない場合
以下では、前節で提示したモデルの定常状態の局所的安定性について分析する。まず、政策ラグの

6 このモデルでは政府の存在を明示的に考慮していないため、債券 B は民間主体間の貸借とみなされなけ
ればならない。したがって、債券市場の均衡条件は B = 0である。

7 本論では分析の簡単化のために、既存の研究に倣い、線形に特定化したルールを用いる。
8 ただし、本稿では、τ1 と τ2 がともに正で異なる値をとるようなケースは扱わない。
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安定性への影響を明確にするために、ラグの存在しないケース（τ1 = τ2 = 0）を分析する。定常状
態の近傍で、τ1 = τ2 = 0とした体系 (12)を線形化する。[

˙̂y(t)

˙̂π(t)

]
= J0

[
ŷ(t)

π̂(t)

]
, where J0 ≡

[
D1y

∗ (D2 − 1)y∗

−A1D1 −A2 ρ−A1D2

]

ただし、ŷ(t) ≡ y(t)− y∗、π̂(t) ≡ π(t)− π∗、A1 ≡ φ
βηζ y

∗ 1−β
β > 0、A2 ≡ φ

βηζ
1−β
β y∗

1−2β
β R̄ > 0で

ある。
体系 (12)の動学について分析するため J0 の特性根を求める。yと πはともに非先決変数であるた
め、特性根が 2つとも正の実部を持つとき、定常状態は局所的に決定となる。ヤコビ行列 J0より、特
性方程式が次のように得られる。

Δ0(λ) = λ2 − trJ0λ+ detJ0 = 0

ここで、

trJ0 = ρ+D1y
∗ −A1D2

detJ0 = D1(ρ−A1)y
∗ +A2y

∗(D2 − 1)

である。正の実部を持つ特性根が 2つ存在するための必要十分条件は、detJ0 > 0かつ trJ0 > 0が
成立することである。

3.1 インフレターゲティングのみのケース
最も基本的な NK モデルで想定される金融政策当局のターゲットがインフレ率のみであるような
ケースを検討する。この場合、D1 = 0 である。よって、均衡の決定性のための条件 detJ0 > 0と
trJ0 > 0が満たされるのは、以下の条件が成り立つときである。

D2 > 1 (13)

D2 <
ρ

A1
(14)

条件 (13)は、金融当局の政策態度が「アクティブ」、すなわち名目利子率をインフレ率の変動に対し
て 1対 1以上に反応させなければならない、ということを示している。この規範は「Taylor原理」と
呼ばれている。
すでに良く知られているように、基本的なMIUFモデルでは、金融当局の政策態度がアクティブで
あることが決定性のための十分条件となる。ところがMIPFモデルでは、アクティブな政策の下でさ
え、あわせて条件 (14)が成り立たなければ、決定性は達成されない。このことは、主要な結論として
強調されてはいないものの、Benhabib, Schmitt-Grohé, and Uribe (2003)のモデルからも導かれる
結果である。彼らの研究の主眼は大域的動学の分析にあり、その主張はアクティブな政策の下で不決
定な状態が決定な状態へと移行するとき、ホップ分岐の発生により定常点の回りに周期解が現れると
いうことを示したことにある。彼らはさらに、周期解は現実妥当性を持つほぼすべてのパラメータ値
の組に対して安定であるということも示している。このことは、均衡が局所的に決定であっても、大
域的には不決定であるような状況がMIPFモデルでは起こり得る、ということを意味している9。同

9 Carlstrom and Fuerst (2003)は、効用関数における消費と貨幣保有の交差弾力性が負であり、かつその
絶対値がある程度大きい MIUF モデルは MIPF モデルと同等の性質を持つ、ということを示している。
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様の主張は本稿のモデルからも導かれ得るが、本稿での我々の関心は系の局所的動学にあるため、そ
の厳密な証明は別稿にゆずることとする。

3.2 インフレ・産出ターゲティングが行われるケース
インフレターゲティングと産出ターゲティングが同時に行われる場合、決定性のための必要条件

detJ0 > 0と trJ0 > 0が満たされるのは、以下の条件が成り立つときである。

D2 > D2 ≡ 1− D1(ρ−A1)

A2
(15)

D2 <
ρ+D1y

∗

A1
(16)

D1 > 0のとき、条件 (16)は条件 (14)より満たされやすくなる。一方、条件 (15)は、条件 (13)と比
較して、ρ > A1 ならば満たされやすくなるが、ρ < A1 ならば逆に満たされにくくなる10。
ρ > A1 の場合、たとえD2 ≤ 1、すなわち Taylor原理が満たされていなかったとしても、D1 が十
分に大きければ均衡は決定となる。これは、産出ターゲティングの有効性を示したBullard and Mitra

(2002)の結果と整合的である。ρ > A1 の場合、π と y は比例的に変化するため、金融政策当局が π

のみをターゲットとしている場合より名目利子率の反応は大きくなり、決定性のための必要条件も満
たされやすくなるのである。A1 ≡ (φ− 1)/(ηR̄)であるから、価格粘着性 ηが大きいほど産出ターゲ
ティングの有効性も高まるといえる。

4 . 政策ラグが存在する場合
以上の分析結果を踏まえて、本節では政策ラグが均衡の決定性に与える影響を分析する。本稿では、
以下の 2つのケースについて分析を行う。
第 1は、産出ターゲティングとインフレターゲティングにともに正の政策ラグが存在し、ラグの大
きさが同じケースである（τ1 = τ2 > 0）。この場合、数学的には遅延微分方程式系に含まれるラグの
数は 1となる。第 2は、インフレターゲティングには政策ラグが存在するが、産出ターゲティングに
は政策ラグが存在しないケースである（τ2 > τ1 = 0）。このケースも遅延微分方程式系に含まれるラ
グの数は 1である。
インフレターゲティングと産出ターゲティングの両方に各々異なった大きさのラグを仮定した場合
には、体系は「2つの遅れを持つ微分方程式系（system of two-delay differential equations）」とな
る。この場合、分析には本稿とは異なる、比較的新しいアプローチ [Gu, Niculescu, and Chen (2005);

Lin and Wang (2012); Matsumoto and Szidarovszky (2012)など]を用いなければならない。また、
その複雑さから解析的な分析はほぼ不可能となり、数値シミュレーションに頼らなければならなくな
る11。本論では解析的結果の導出を重視するとともに、たとえラグの数が 1であったとしてもラグの

多くの MIUF モデルで仮定されるように、もし効用関数が加法的に分離可能であるならば、交差弾力性
はゼロである。このとき、NKPCは R(t)から独立になる（Tsuzuki, 2014, 2015参照）。これは本稿のモ
デルにおける A1 → 0のケースに相当する。この場合、条件 (14)は常に満たされるため、Taylor原理が
決定性のための唯一の十分条件となる。

10 効用関数が加法的に分離可能であるようなMIUFモデル（A1 → 0のケースに相当）では、条件 (16)は
インフレターゲティングのみのケースと比べて満たされやすくなる。

11 Tsuzuki, Shinagawa, and Inoue (2015)では、本稿同様 NKモデルをベースとして、金融政策と財政政
策のそれぞれにラグが存在する「ラグが 2つ」のケースについて、Tsuzuki, Kurokawa, and Shinagawa
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増大が安定化効果を持ち得る、ということを示すために、ラグが 1つのケースに限定し、分析を行う。
定常状態の局所的決定性について分析するため、(12)を (y∗, π∗)の近傍で線形化する。

˙̂y(t) = [D1ŷ(t− τ1) +D2π̂(t− τ2)− π̂(t)]y∗

˙̂π(t) = ρπ̂(t)−A1D1ŷ(t− τ1)−A1D2π̂(t− τ2)−A2ŷ(t)

さらに、この系の解として指数関数 ŷ(t) = Cye
λt と π̂(t) = Cπe

λt（ここで Cy と Cπ は任意定数、λ

は固有値）を仮定し、代入して整理すると、次の式を得る。[
˙̂y(t)

˙̂π(t)

]
= J

[
ŷ(t)

π̂(t)

]

ここで J は次のように表されるヤコビ行列である。

J ≡
[

D1y
∗e−λτ1

(D2e
−λτ2 − 1)y∗

−A1D1e
−λτ1 −A2 ρ−A1D2e

−λτ2

]

(12)の特性方程式は次のように書ける。

Δ(λ) ≡ det(λI − J)

= λ2 − ρλ−A2y
∗ +D1y

∗(−λ+ ρ−A1)e
−λτ1

+D2(A1λ+A2y
∗)e−λτ2

= 0 (17)

I は単位行列である。
(17)は、λの指数関数を含む 2次方程式である。上記の通り、本稿では、τ1 = τ2 > 0のケースと、

τ2 > τ1 = 0のケースについて分析する。いずれも数学的にはラグの数は 1である。Matsumoto and

Szidarovszky (2013a)は、ラグの数が 1であり、かつ特性方程式が λの指数関数と 1次関数によって
構成される場合には、ラグの増大は必ず正の実部を持つ虚根の数を増加させる、ということを一般的
なフレームワークの下で証明している。本稿では、特性方程式が (17)のように指数関数と非線形関数
（2次関数）によって構成される場合には、たとえラグの数が 1であったとしても、ラグの増大が安定
化をもたらす（負の実部を持つ根の数を増加させる）可能性がある、ということを示す。
yと πは、家計–企業ユニットの選択によって初期条件が決定される非先決変数である。ただし、遅
延微分方程式系では、ラグを伴う変数はその初期条件として時点 t = 0だけでなく t− τ ≤ t < 0にお
ける値も与えられなければ、体系は作動しない。しかしながら、yと πの過去の値は、時点 0では所
与である。つまり、時点 0で家計–企業ユニットが選択可能であるのは y(0)と π(0)のみである。した
がって、政策ラグの存在しない標準的なモデルと同様に、本稿のモデルでも、(17)が正の実部を持つ
特性根を 2つ持つ場合にのみ、定常状態は安定（均衡は局所的に決定）となる。

4.1 インフレ・産出ターゲティングの双方に遅れが存在するケース
本小節ではインフレターゲティングと産出ターゲティングの両方に、同じ大きさのラグが存在する
ケースについて分析する12。特に、政策ラグの存在によって、不決定性が解消され、定常状態の決定

(2016)では、金融政策の 3つの目標変数（インフレ率、産出、資産価格）を想定し、それぞれにラグが存
在する「ラグが 3つ」のケースについて、数値シミュレーションを用いて分析を行っている。

12 政策の遅れが、決定ラグや実施ラグによって生じている場合、各目標変数に付随するラグの大きさは同じ
大きさになると考えられる。
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性がもたらされるケースが存在することを示したい。
(17)に τ1 = τ2 = τ > 0を代入すると、このケースの特性方程式が得られる。

Δ1(λ) = λ2 − ρλ−A2y
∗ +D1y

∗(−λ+ ρ−A1)e
−λτ +D2(A1λ+A2y

∗)e−λτ = 0 (18)

この特性方程式は e−λτ を含むため無限の個数の解を持つ。定常状態の決定性が変化する（すなわ
ち、根が複素平面の虚軸を横切る）のは τ を変化させていったとき λ = 0あるいは λ = ±iω（ω > 0

は正の実数、iは虚数単位）が現れたときである13。

実根の符号の変化 τ の変化により特性根が λ = 0を通過するとき、正の実根の数が変化する。しか
し、D2 �= D2 ≡ 1− D1(ρ−A1)

A2
のとき、Δ1(0) = {A2(D2 − 1) +D1(ρ−A1)}y∗ �= 0であり、λ = 0

は根とはなり得ない。つまり、ラグの増大により正の実根の数は変化しない。D2 = D2のときは、特
性根に λ = 0が含まれるが、これは τ の値に依存しないため、やはり正の実根の数が変化することは
ない。
このため、正の実根が 1つだけ存在し、定常状態が局所的に不決定となっている状態から、ラグの変
化によって定常状態の決定性がもたらされることはあり得ない。ラグが存在しない場合、正の実根が
1つだけ存在するのは、detJ0 < 0 ⇐⇒ D2 < D2 が満たされるケースである。以下では、このケー
スを除外して議論をすすめる。

仮定 1 D2 > D2 ≡ 1− D1(ρ−A1)
A2

仮定 1は、十分にアクティブなインフレターゲティング政策が採られていることを意味している。

虚根の実部の符号の変化 τ の変化に伴って特性根が純虚数 λ = ±iωを通過するとき、正の実部を持
つ虚根の数が変化する。λ = ±iωを (18)に代入すると、次の式を得る。

Δ1(±iω) = −ω2 ∓ iρω −A2y
∗ + [±i(A1D2 −D1y

∗)ω + {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗]e∓iτω

= −ω2 −A2y
∗ + (A1D2 −D1y

∗)ω sin τω + {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗ cos τω
+ i[∓ρω ± (A1D2 −D1y

∗)ω cos τω ∓ {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗ sin τω] = 0

第 2辺から第 3辺への書き換えには、オイラーの公式（∀x ∈ R, e±ix = cosx± i sinx）を用いてい
る。この式の実部と虚部について次の 2本の式が得られる。

ω2 +A2y
∗ = (A1D2 −D1y

∗)ω sin τω + {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗ cos τω (19)

−ρω = {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗ sin τω − (A1D2 −D1y
∗)ω cos τω (20)

(19)と (20)を cos τω と sin τωを未知変数とする連立方程式とみなし、cos τωについて解くと、

cos τω =
(A1D2ρ+A2D2y

∗ −A1D1y
∗)ω2 + {A2D2 +D1(ρ−A1)}A2y

∗2

(A1D2 −D1y∗)2ω2 + {A2D2 +D1(ρ−A1)}2y∗2 (21)

を得る。ここで、2πh < τω < 2π(1 + h)、π = 3.14159 · · ·、h = 0, 1, 2, 3, · · · である。
さらに、(19)と (20)の 2乗の和から、次のような ωの 4次方程式が得られる。

13 Cooke and Grossman (1982)などを参照。
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ω4 + γ1ω
2 + γ2 = 0 (22)

ここで、

γ1 ≡ ρ2 − (A1D2 −D1y
∗)2 + 2A2y

∗

γ2 ≡ [A2
2 − {A2D2 +D1(ρ−A1)}2]y∗2

である。ωについて解くと、次の解を得る。

ω+ =
√
Ω+, ω+2 = −

√
Ω+, ω− =

√
Ω−, ω−2 = −

√
Ω− (23)

ただし、

Ω+ ≡ −γ1 +
√
γ2
1 − 4γ2

2
, Ω− ≡ −γ1 −

√
γ2
1 − 4γ2

2

である。ただし、この分析で意味を持つのは ωが正の実数であるときだけである。ω+2と ω−2は正の
実数とはなり得ない。さらに、仮定 1の下では、γ2 < 0が成り立つ。したがって、Ω+ > 0、Ω− < 0

である。よって、ω− は実数とはなり得ず、(23)の中で ω+ のみが正の実数となる。
ω+ を (21)に代入し τ について解くと、次の式が得られる。

τh ≡ 1

ω+
cos−1

[
(A1D2ρ+A2D2y

∗ −A1D1y
∗)ω2 + {A2D2 +D1(ρ−A1)}A2y

∗2

(A1D2 −D1y∗)2ω2 + {A2D2 +D1(ρ−A1)}2y∗2
]

+
2πh

ω+
, h = 0, 1, 2, 3, · · ·

τ が τh, h = 0, 1, 2, 3, · · · を通過するたびに共役複素根の実部の符号が変化する。このような点は
stability crossing pointと呼ばれる。
stability crossing pointにおける符号の変化の方向を調べる。もし dReλ

dτ

∣∣
λ=iω+

> 0ならば、τ の
増大によって複素根の実部は負から正へと変化する。逆に dReλ

dτ

∣∣
λ=iω+

< 0ならば、それは正から負
へと変化する。前者は定常状態の不安定化、後者は安定化と言い換えることもできる。
(18)より次の補題を証明することができる。

補題 1 τ1 = τ2 = τ > 0のとき、任意の h = 0, 1, 2, 3, · · · に対して、 dReλ
dτ

∣∣
λ=iω+

> 0が成り立つ。

証明. 補論 A.2を参照。

補題 1により、すべての stability crossing pointにおいて虚根の実部は負から正へと変化する。虚
根は常に共役であるから、τ が τh, h = 0, 1, 2, 3, · · · を通過する毎に、正の実部を持つ根が 2個ずつ
増加する。
仮定 1の下で、trJ0 < 0⇐⇒ D2 > ρ+D1y

∗

A1
が満たされるとき、τ = 0の近傍には正の実部を持つ

根は存在しない14。このため、定常状態は局所的に不決定である。以下では、この不決定性がラグの
存在により解消され得ることを示したい。そこで次の仮定を課す。

仮定 2 D2 > ρ+D1y
∗

A1

14 ここでの議論は、Matsumoto and Szidarovszky (2013a) Section 2のそれに基づいている。
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τ を増加させていって、τh が現れるたびに、正の実部を持つ根が 2個ずつ増えていくので、仮定 2

の下では、領域 τ ∈ (τh−1, τh)、h = 1, 2, 3, · · · には 2h個の正の実部を持つ根が存在することになる。
特に、τ ∈ (τ0, τ1)については、正の実部を持つ根が 2つ存在するので、定常状態は局所的に決定とな
る。τ > τ1 については、正の実部を持つ根が少なくとも 4つ以上存在することになるので、定常状態
は不安定となる。以上の結果は、以下の命題にまとめることができる。

命題 1 仮定 1と仮定 2の下で、τ1 = τ2 = τ > 0のとき、0 < τ < τ0 について定常状態は局所的に
不決定、τ0 < τ < τ1 について決定、τ > τ1 について不安定である。

ラグが存在しないケースにおいて、MIPFモデルの場合は、インフレターゲティングが十分アクティ
ブに行われている［(15)が満たされている］場合であっても、(16)が満たされない場合、定常状態の
局所的決定性が得られない。補題 1は、このようなケースにおいて、政策ラグの存在により、定常状
態が局所的に決定となることがあるということを示している。ただし、ラグが小さい場合は、不決定
性は解消され得ない。また、ラグが大きすぎる場合は、定常状態は不安定となってしまう。
本小節の議論は、D1 = 0としても成立する15。このケースは、金融政策当局がインフレ率のみを
目標として金融政策を行うケースにあたる。このケースは Tsuzuki (2015)によって検討されており、
命題 1の結果は Tsuzuki (2015)の結果と整合的である。したがって、インフレターゲティングと産
出ターゲティングの間でラグの大きさが同じであれば、政策ラグが安定性に与える影響は、産出ター
ゲティングによって質的な影響を受けないと言える16。

4.2 インフレ・産出ターゲティングにおいて片方にのみ遅れが存在するケース
本小節では、インフレターゲティングと産出ターゲティングの両方が実施されるが、いずれか一方
にのみラグがある状況を検討する。ここでは、インフレターゲティングのみに反応ラグが存在するこ
とを仮定する17。このように、金融政策当局の認知に変数間で偏りがある場合に、政策ラグが均衡の
決定性に与える効果にどのような影響があるかについて考える。
(17)に τ2 = τ > 0、τ1 = 0を代入すると、次のように特性方程式が得られる。

Δ2(λ) = λ2 − (ρ+D1y
∗)λ+ {D1(ρ−A1)−A2}y∗ +D2(A1λ+A2y

∗)e−λτ = 0 (24)

この方程式は e−λτ を含むため、やはり無限個の解を持つ。前小節と同様に、根が 0または純虚数
（iω、ω > 0は正の実数）となる条件について見ていく。

実根の符号の変化 D �= D2 のときΔ2(0) = {A2(D2 − 1) +D1(ρ− A1)}y∗ �= 0であり、λ = 0は
根とはなり得ない。また D2 = D2 のときは、λ = 0が根となるが、これは τ に依存しないため、正
の実根の数が変化することはない。よって、この分析でも、正の実根が既に 1つある状態から、ラグ
の変化によって定常状態が決定になることはあり得ない。このため、ここでも仮定 1の下で議論をす
すめる。

15 D1 = 0のとき、命題 1の条件は、D2 > max{1, ρ/A1}となる。
16 インフレターゲティングが行われず、産出ターゲティングのみが行われる場合（D1 > 0, D2 = 0）は命題

1の条件が満たされることはないため、同様の議論を展開することはできない。
17 目標変数の間におけるラグの大きさの違いは、認知ラグによって生じていると考えられる。本稿では、産

出ターゲティングのラグよりもインフレターゲティングのラグの方が大きいケースを扱う。逆のケースは
解析的な分析が複雑になるため今後の課題としたい。
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虚根の実部の符号の変化 λ = ±iωを (17)に代入し、オイラーの公式を用いると、次の式が得られる。

Δ2(±iω) = −ω2 ∓ (ρ+D1y
∗)iω + {D1(ρ−A1)−A2}y∗ +D2(±iA1ω +A2y

∗)e∓iτω

= −ω2 + {D1(ρ−A1)−A2}y∗ +A1D2ω sin τω +A2D2y
∗ cos τω

+ i[∓(ρ+D1y
∗)ω ±A1D2ω cos τω ∓A2D2y

∗ sin τω] = 0

この式の実部と虚部について次の 2本の式を得る。

ω2 − {D1(ρ−A1)−A2}y∗ = A1D2ω sin τω +A2D2y
∗ cos τω (25)

−(ρ+D1y
∗)ω = A2D2y

∗ sin τω −A1D2ω cos τω (26)

(25)と (26)を cos τωと sin τωを未知変数とする連立方程式とみなし、cos τωについて解くと、

cos τω =
{A1(ρ+D1y

∗) +A2y
∗}ω2 − {D1(ρ−A1)−A2}A2y

∗2

A2
1D2ω2 +A2

2D2y∗2
(27)

を得る。ここで、2πh < τω < 2π(1 + h)、h = 0, 1, 2, 3, · · · である。
(25)と (26)の 2乗の和から次のような ωの 4次方程式が得られる。

ω4 + γ̃1ω
2 + γ̃2 = 0 (28)

ここで、

γ̃1 ≡ −
[
2{D1(ρ−A1)−A2}y∗ + (A1D2)

2 − (ρ+D1y
∗)2
]

γ̃2 ≡ [{D1(ρ−A1)−A2}2 − (A2D2)
2]y∗2

である。ωについて解くと、次の解を得る。

ω̃+ =

√
Ω̃+, ω̃+2 = −

√
Ω̃+, ω̃− =

√
Ω̃+, ω̃−2 = −

√
Ω̃+ (29)

ここで

Ω̃+ =
−γ̃1 +

√
γ̃2
1 − 4γ̃2

2
, Ω̃− =

−γ̃1 −
√
γ̃2
1 − 4γ̃2

2

である。ただし、本稿の分析で意味を持つのは ω が正の実数であるときだけである。ω̃+2 と ω̃−2 は
この条件を満たさない。
(28)の定数項である γ̃2 が非正であれば、Ω̃− ≤ 0かつ Ω̃+ > 0であり、ω̃+ のみが唯一の正の実数
解となる。仮定 1（D2 > D2)の下で、この条件は次のように書ける18。

γ̃2 ≤ 0 ⇐⇒ D2 ≥ D1(ρ−A1)

A2
− 1 = −D2

一方、D2 < −D2のケースでは、（重根を除き）正の実数解が一意に存在することはない19。γ̃1 < 0

18 D2 > 0であればこの条件は任意の D2 ≥ 0について満たされる。この条件が必要となるのは D2 < 0の
ときである。このとき、仮定 1は自動的に満たされる。

19 この不等式が成り立つためには、ρ > A1 でなければならない。これは、ラグがない場合に産出ターゲティ
ングが有効になるケースである（3.2節）。
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かつ γ̃2
1 − 4γ̃2 > 0が成立するとき、Ω̃+と Ω̃−がともに正となるため、ω̃+と ω̃−がともに正の実数と

なる。γ̃2
1 − 4γ̃2 < 0のときは、Ω̃+と Ω̃−が虚数となるため、(29)は実数解を持たない。γ̃2

1 − 4γ̃2 > 0

かつ γ̃1 > 0のときは、Ω̃+ と Ω̃− はともに負になるため、やはり実数解は得られない。
γ̃2
1 − 4γ̃2 を書き換えると次の式が得られる。

γ̃2
1 − 4γ̃2 = 4{D1(ρ−A1)−A2}y∗{(A1D2)

2 − (ρ+D1y
∗)2}

+ {(A1D2)
2 − (ρ+D1y

∗)2}2 + 4(A2D2y
∗)2

よって、D2 < −D2 と仮定 2が満たされていれば、γ̃2
1 − 4γ̃2 > 0が成立する。同様に、D2 < −D2

と仮定 2が満たされていれば、γ̃1 < 0も成立する。つまり、D2 < −D2 と仮定 2が同時に満たされ
てることが、方程式 (29)が正の実数解を複数持つ十分条件となる20。以下、仮定 1と仮定 2を前提と
して議論をすすめる。
実数かつ正の ω̃+ を (27)に代入すると、次のように stability crossing pointが求められる。

τ+h ≡
1

ω̃+
cos−1

[
{A1(ρ+D1y

∗) +A2y
∗}ω̃2

+ − {D1(ρ−A1)−A2}A2y
∗2

A2
1D2ω̃2

+ +A2
2D2y∗2

]
+

2πh

ω̃+
(30)

さらに、D2 < −D2 のとき、ω̃− も正の実数となるので、これに対応する stability crossing pointが
次のように定義できる。

τ−h ≡ 1

ω̃−
cos−1

[
{A1(ρ+D1y

∗) +A2y
∗}ω̃2

− − {D1(ρ−A1)−A2}A2y
∗2

A2
1D2ω̃2− +A2

2D2y∗2

]
+

2πh

ω̃−
(31)

ただし、h = 0, 1, 2, 3, · · · である。
τ が τ+h や τ−h を通過するとき、複素根の実部の符号が変化する。変化の方向は、4.1節と同様の方
法によって示すことができる。すなわち、もし dReλ

dτ

∣∣
λ=iω̃±

> 0ならば、τ の増大によって複素根の
実部は負から正へと変化する（不安定化）。逆にもし dReλ

dτ

∣∣
λ=iω̃±

< 0ならば、それは正から負へと
変化する（安定化）。
(24)より次の補題を証明することができる。

補題 2 τ2 = τ > 0、τ1 = 0のとき、任意の h = 0, 1, 2, 3, · · · に対して、 dReλ
dτ

∣∣
λ=iω̃+

> 0および
dReλ
dτ

∣∣
λ=iω̃−

< 0が成り立つ。

証明. 補論 A.3を参照。

補題 2により、τ が τ+h を横切るとき 1組の共役複素根の実部が負から正へと転じ、不安定化が生
じる。一方、τ が τ−h を横切るとき、1組の共役複素根の実部が正から負へと転じ、定常状態の安定化
が生じる。
D2 > −D2 のとき、stability crossing pointは τ+h のみであるから τ の増加により、必ず不安定化
が生じる。よって、前小節の議論と同じ議論が成立し、次のような命題を得ることができる。

命題 2 仮定 1、仮定 2の下で、パラメータの組がD2 > −D2 を満たすとする。τ2 = τ > 0、τ1 = 0

のとき、0 < τ < τ+0 について定常状態は局所的に不決定、τ+0 < τ < τ+1 について決定、τ > τ+1 に

20 効用関数において消費と貨幣が加法的に分離可能であるような標準的なMIUFモデル（A1 → 0のケース
に相当）ではこのケースは現れない。



�������	
��
� � � 69

ついて不安定である。

一方、D2 < −D2 のとき、不安定化の生じる stability crossing pointと安定化が生じる stability

crossing pointが併存する。(30)および (31)より、次の式が得られる。

dτ±h
dω̃±

=
−1
ω̃2±

cos−1

[
{A1(ρ+D1y

∗) +A2y
∗}ω̃2

± − {D1(ρ−A1)−A2}A2y
∗2

A2
1D2ω̃2± +A2

2D2y∗2

]

+
1

ω̃±
−1√

1−
({A1(ρ+D1y∗)+A2y∗}ω̃2

+−{D1(ρ−A1)−A2}A2y∗2

A2
1D2ω̃2

++A2
2D2y∗2

)2

× 2{A1(ρ+D1y
∗) +A2y

∗}A2D2y
∗2ω̃2

± + 2A2
1D2{D1(ρ−A1)−A2}A2y

∗2ω̃±
(A2

1D2ω̃2± +A2
2D2y∗2)2

+
−2πh
ω̃2±

これより、D2 < −D2 のとき、
dτ±h
dω̃±

< 0が成立することがわかる。ω̃+ > ω̃− であるから、τ+h < τ−h ,

h = 0, 1, 2, 3, · · · が成り立つ。よって、τ を 0から増加させたとき、最初に現れる stability crossing

pointは τ+0 である。仮定 2の下では、τ = 0の近傍で定常状態は不決定なので、τ の増加により、定
常状態は必ず一度、局所的に決定となる。
しかし、その次に現れる stability crossing pointは、τ−0 と τ+1 のいずれの場合もあり得る。ω̃+ > ω̃−
なので、(30)と (31)が示すように、hの増大に対しては、τ+h の方が τ−h よりその増加分は小さい。し
たがって、τ+h と τ−h が交互に現れずっと安定と不安定を繰り返すわけではなく、τ+h の方が頻繁に現
れる。つまり不安定化の方が頻繁に生じる。言い換えると、τ の増大に伴い、平均的に正の実部を持
つ根の数が増えていくのである。τ が小さい領域において起こり得る代表的な 3つのパターンを図 1

に示す。
最上段に示された τ−0 < τ+1 のケースでは、τ の増大によって、不安定化—安定化—不安定化—

図 1： τ が小さい領域において起こり得る安定性の変化
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が順に生じる。このため、τ = 0の近傍で不決定であった定常状態の決定性が、決定—不決定—決
定—と変化する。決定領域は 2つに分断されて存在する。ただし、さらに右方にも決定領域が存在す
る可能性はある。
中段に示された τ+1 < τ−0 < τ+2 のケースでは、τ の増大に伴って、不安定化—不安定化—安定
化—が順に生じる。このため、不決定—決定—不安定—決定と定常状態の決定性が変化する。この
ケースでも、決定領域が 2箇所存在するが、決定領域に挟まれた領域の動学的性質については異なっ
ている。すなわち、上段のケースでは不決定であるが、中段のケースでは不安定である。最下段に示
された τ−0 > τ+2 のケースは、命題 1や命題 2と同様のケースである。すなわち、ラグの増大により、
一度得られた決定性（安定性）が失われ不安定化した後に、再び安定化することはない。
以上の結果は、次のような命題としてまとめられる。

命題 3 パラメータの組が仮定 1、仮定 2、D2 < −D2 を満たすとする。τ2 = τ > 0、τ1 = 0のとき、
τ−0 < τ+2 が成り立つならば、均衡が決定となる τ の領域が複数存在する。

インフレターゲティングのみのケース（D1 = 0）では、D2 < −D2 という命題の条件が満たされ
ることはないため、命題 3で主張されているような、決定性を失った定常状態がラグの増大によって
決定性を取り戻すといった事象は生じ得ない。命題 3は、目標変数の間で政策ラグの大きさに偏りが
ある場合、新たなターゲットを導入することで、政策ラグが定常状態に与える影響が質的に変化し得
るということを示している。特に、たとえラグの数が 1であったとしても、ラグのある目標変数に加
えて、ラグを伴わない目標変数がある場合には、ラグの増大による安定化が生じ得る、ということが
示された。

5 . 結論
本稿では、金融政策ラグを考慮したMIPFモデルを展開し、金融政策ラグが定常状態の決定性（安
定性）に与える影響について考察した。特に、政策ラグが存在しなければ均衡が不決定であるような
状況をまず想定し、そこにラグを導入した場合、安定性がどう変化するかをみた。
本論では、金融政策当局の目標変数として、最も標準的と思われる産出とインフレ率を採用した。産
出とインフレ率の変動に対する政策当局の反応に同じ大きさのラグを仮定した場合、政策ラグの増大
により、均衡の決定性が、不決定 — 決定 — 不安定と変化する。つまり、政策ラグが存在しない場合
に不決定であった均衡が、適度な大きさの政策ラグの存在により決定となり得ることが示された。こ
れは、ラグの増大には正の実部を持つ固有値の数を増加させる効果がある、ということを不決定性の
解消に利用したものとして理解される。
本研究ではさらに、2つの目標変数のいずれか一方にラグが存在する場合を検討した。その結果、ラ
グの増大によって、一度決定性を失った均衡が、さらにラグを増大させていくことで再び決定性を取
り戻すといった、政策ラグと決定性の間に複雑な関係が得られることが示された。このことは、ラグ
の増大によって正の実部を持つ固有値の数が増加するだけでなく、逆に負の実部を持つ固有値の数が
増加することもあり得るということを意味している。つまり、数学的な意味での不安定化だけでなく、
安定化も起こり得るのである。このことは、経済学的には、不決定性だけでなく、不安定性をも政策
ラグによって解消できる可能性がある、ということを示唆している。
本論では考察の対象をラグの数が 1であるケースに限定したが、インフレターゲティングと産出ター
ゲティングでラグの長さが異なるケースについて分析することはより現実的かつ自然である。この場



�������	
��
� � � 71

合、ラグの数は 2となり、動学体系は「2つの遅れを持つ微分方程式系」として表されることになる。
このようなケースの分析はまだ十分に行われておらず、今後の研究課題としたい。

A. 補論

A.1 家計–企業ユニットの動学的最適化
ハミルトン関数を次のように設定することができる。

H(cj , πj , aj , pj , μ1, μ2) ≡ log cj − η

2
(πj − π∗) + μ1

[
pj
p
yj + raj − cj −Rmj

]
+ μ2πjpj

= log cj − η

2
(πj − π∗)

+ μ1

⎡
⎣pj
p

(
pj
p

)−φ

y + raj − cj − R

ζ

{(
pj
p

)−φ

y

} 1
β

⎤
⎦+ μ2πjpj

ここで μ1 と μ2 はそれぞれ状態変数 aj と pj の共役変数である。
最適性のための 1階の条件は

∂H
∂cj

=
1

cj
− μ1 = 0 (A.1)

∂H
∂πj

= −η(πj − π∗) + μ2pj = 0 (A.2)

μ̇1 = ρμ1 − ∂H
∂aj

= ρμ1 − rμ1 (A.3)

μ̇2 = ρμ2 − ∂H
∂pj

= ρμ2 − μ1

[
(1− φ)

yj
p

+
φ

βζ
y

1
β−1

j R
yj
pj

]
− μ2πj (A.4)

によって与えられる。
(A.1)と (A.3)よりオイラー方程式 (7)が得られる。一方、(A.2)より以下の式が得られる。

μ2 =
η(πj − π∗)

pj
,

μ̇2 =
ηπ̇j

pj
− η(πj − π∗)

pj
πj

これらと (A.1)を (A.4)に代入すると

ηπ̇j

pj
− η(πj − π∗)

pj
πj =

ρη(πj − π∗)
pj

− 1

cj

⎡
⎣(1− φ)

yj
p

+
φ

βζ

y
1
β

j

pj
R

⎤
⎦− η(πj − π∗)

pj
πj

を得る。これより、NKPC(8)が得られる。

A.2 補題 1の証明
以下では計算の便宜上、 dReλ

dτ

∣∣
λ=iω+

に代えて Re
(
dλ
dτ

)−1
∣∣∣
λ=iω+

の符号を見ることにする。

λが τ の関数であることに注意して、(18)の両辺を τ で微分すると、次の式を得る。

{
2λ− ρ+ (A1D2 −D1y

∗)e−λτ − [(A1D2 −D1y
∗)λ+ {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗]τe−λτ

} dλ

dτ
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= [(A1D2 −D1y
∗)λ+ {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗]λe−λτ

よって、 (
dλ

dτ

)−1

=
(2λ− ρ)eλτ +A1D2 −D1y

∗

[(A1D2 −D1y∗)λ+ {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗]λ −
τ

λ

が成り立つ。(18)を変形すると、

eλτ =
(A1D2 −D1y

∗)λ+ {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗
−λ2 + ρλ+A2y∗

を得る。これを代入すると、次の式を得る。(
dλ

dτ

)−1

=
2λ− ρ

(−λ2 + ρλ+A2y∗)λ
+

A1D2 −D1y
∗

[(A1D2 −D1y∗)λ+ {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗]λ −
τ

λ

これを λ = iω+ で評価する。(
dλ

dτ

)−1
∣∣∣∣∣
λ=iω+

=
2iω+ − ρ

(ω2
+ + iρω+ +A2y∗)iω+

+
A1D2 −D1y

∗

[i(A1D2 −D1y∗)ω+ + {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗]iω+
− τh

iω+

右辺の実部が正ならば不安定化、負ならば安定化である。右辺第 3項 − τh
iω+
は明らかに虚数であるた

め無視できる。右辺第 1項と第 2項の実部を求めるために、

2iω+ − ρ

(ω2
+ + iρω+ +A2y∗)iω+

= z1 + iq1 (A.5)

A1D2 −D1y
∗

[i(A1D2 −D1y∗)ω+ + {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗]iω+
= z2 + iq2 (A.6)

と置き、z1 + z2 の符号を調べる。
(A.5)と (A.6)はそれぞれ次のように書き換えられる。

− q1ω
3
+ − ρz1ω

2
+ −A2y

∗q1ω+ + ρ+ i[z1ω
3
+ − q1ρω

2
+ +A2y

∗z1ω+ − 2ω+] = 0

(A1D2 −D1y
∗)z2ω2

+ + {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗q2ω+ + (A1D2 −D1y
∗)

+ i[(A1D2 −D1y
∗)q2ω2

+ − {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗z2ω+] = 0

これらの式の実部と虚部はともにゼロでなければならない。すなわち、⎧⎨
⎩ q1ω

3
+ + ρz1ω

2
+ +A2y

∗q1ω+ − ρ = 0

z1ω
3
+ − q1ρω

2
+ +A2y

∗z1ω+ − 2ω+ = 0⎧⎨
⎩ (A1D2 −D1y

∗)z2ω2
+ + {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗q2ω+ + (A1D2 −D1y

∗) = 0

(A1D2 −D1y
∗)q2ω2

+ − {A2D2 +D1(ρ−A1)}y∗z2ω+ = 0

が成り立つ。z1 と q1、および z1 と q2 を未知変数とするこれら 2組の連立方程式を解くと、z1 と z2

が次のように得られる。

z1 =
ρ2 + 2(ω2

+ +A2y
∗)

ρ2ω2
+ + (ω2

+ +A2y∗)2
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z2 = − (A1D2 −D1y
∗)2

(A1D2 −D1y∗)2ω2
+ + {A2D2 +D1(ρ−A1)}2y∗2

したがって、次の式が成り立つ。

z1 + z2 =
Z

{ρ2ω2
+ + (ω2

+ +A2y∗)2}[(A1D2 −D1y∗)2ω2
+ + {A2D2 +D1(ρ−A1)}2y∗2] (A.7)

ここで Z は次のように定義される。

Z ≡ {ρ2 + 2(ω2
+ +A2y

∗)}[(A1D2 −D1y
∗)2ω2

+ + {A2D2 +D1(ρ−A1)}2y∗2]
− {ρ2ω2

+ + (ω2
+ +A2y

∗)2}(A1D2 −D1y
∗)2

(A.7)の分母は常に正なので分子 Z の符号だけを見ればよい。Z は次のように展開される。

Z = (A1D2 −D1y
∗)2ω4

+ + {A2D2 +D1(ρ−A1)}2y∗2(2ω2
+ + 2A2y

∗ + ρ2)

− (A1D2 −D1y
∗)2A2

2y
∗2

(23)から得られる関係 2ω2
+ + 2A2y

∗ + ρ2 = (A1D2 −D1y
∗)2 +

√
γ2
1 − 4γ2 を使うと、次のように

書き換えられる。

Z = (A1D2 −D1y
∗)2(ω4

+ − γ2) + {A2D2 +D1(ρ−A1)}2y∗2
√
γ2
1 − 4γ2

さらに (22)から得られる関係 −γ2 = ω4
+ + γ1ω

2
+ を用いると、

Z = (A1D2 −D1y
∗)2(2ω4

+ + γ1ω
2
+) + {A2D2 +D1(ρ−A1)}2y∗2

√
γ2
1 − 4γ2

となる。最後に、(23)から得られる関係 2ω4
+ + γ1ω

2
+ = ω2

+

√
γ2
1 − 4γ2 を代入すれば次の式が得ら

れる。
Z =

[
(A1D2 −D1y

∗)2ω2
+ + {A2D2 +D1(ρ−A1)}2y∗2

]√
γ2
1 − 4γ2 > 0

この式は hによらず成り立つ。以上より、補題 1が示される。

A.3 補題 2の証明
ここでも、計算の便宜上、 dReλ

dτ

∣∣
λ=iω̃±

に代えて Re
(
dλ
dτ

)−1
∣∣∣
λ=iω̃±

の符号を見る。

(24)の両辺を τ で微分すると、

{2λ− (ρ+D1y
∗) +A1D2e

−λτ − (A1D2λ+A2D2y
∗)τe−λτ}dλ

dτ
= (A1D2 +A2D2y

∗)λe−λτ

を得る。よって、 (
dλ

dτ

)−1

=
{2λ− (ρ+D1y

∗)}eλτ +A1D2

λ(A1D2λ+A2D2y∗)
− τ

λ

(24)から得られる eλτ = A1D2λ+A2D2y
∗

−λ2+(ρ+D1y∗)λ+{A2−D1(ρ−A1)}y∗ を代入すると(
dλ

dτ

)−1

=
2λ− (ρ+D1y

∗)
λ[−λ2 + (ρ+D1y∗)λ+ {A2 −D1(ρ−A1)}y∗] +

A1D2

λ(A1D2λ+A2D2y∗)
− τ

λ

これを λ = iω̃± で評価する。
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(
dλ

dτ

)−1
∣∣∣∣∣
λ=iω̃±

=
2iω̃± − (ρ+D1y

∗)
iω̃±[ω̃2± + iω̃±(ρ+D1y∗) + {A2 −D1(ρ−A1)}y∗]

+
A1D2

iω̃±(iA1D2ω̃± +A2D2y∗)
− τ±h

iω̃±

右辺第 3項− τ±h
iω̃±
は明らかに虚数であるため無視できる。右辺第 1項と第 2項の実部を求めるために、

2iω̃± − (ρ+D1y
∗)

iω̃±[ω̃2± + iω̃±(ρ+D1y∗) + {A2 −D1(ρ−A1)}y∗] = z1 + iq1

A1D2

iω̃±(iA1D2ω̃± +A2D2y∗)
= z2 + iq2

と置き、z1 + z2 の符号を調べる。
z1 と z2 は以下のように求められる。

z1 =
(ρ+D1y

∗)2 + 2[ω̃2
± + {A2 −D1(ρ−A1)}y∗]

(ρ+D1y∗)2ω̃2± + [ω̃2± + {A2 −D1(ρ−A1)}y∗]2

z2 = − A2
1

A2
1ω̃

2± +A2
2y
∗2

よって、

z1 + z2 =
Z̃[

(ρ+D1y∗)2ω̃2± + [ω̃2± + {A2 −D1(ρ−A1)}y∗]2
]
(A2

1ω̃
2± +A2

2y
∗2)

(A.8)

ただし

Z̃ ≡ (ρ+D1y
∗)2(A2

1ω̃
2
± +A2

2y
∗2) + 2[ω̃2

± + {A2 −D1(ρ−A1)}y∗](A2
1ω̃

2
± +A2

2y
∗2)

−A2
1(ρ+D1y

∗)2ω̃2
± −A2

1[ω̃
2
± + {A2 −D1(ρ−A1)}y∗]2

= (ρ+D1y
∗)2A2

2y
∗2 −A2

1{A2 −D1(ρ−A1)}2y∗2 +A2
1ω̃

4
± + 2A2

2y
∗2ω̃2

±

+ 2{A2 −D1(ρ−A1)}A2
2y
∗3 (A.9)

(A.8)の分母は常に正なので分子 Z̃の符号だけを見ればよい。(28)より、−A2
1{D1(ρ−A1)−A2}2y∗2 =

A2
1ω̃

4
± +A2

1γ̃1ω̃
2
± −A2

1(A2D2y
∗)2という関係が得られる。この式を用いると、(A.9)は次のように書

き換えられる。

Z̃ = (A2
1ω̃

2
± +A2

2y
∗2)(2ω̃2

± + γ̃1)

さらに (29)から得られる関係 2ω̃2
± + γ̃1 = ±

√
γ̃2
1 − 4γ̃2 を用いると、

Z̃ = ±(A2
1ω̃

2
± +A2

2y
∗2)
√
γ̃2
1 − 4γ̃2

となる。したがって、

sign

[
Re

(
dλ

dτ

)−1
]
λ=iω̃+

= sign

[
(A2

1ω̃
2
+ +A2

2y
∗2)
√
γ̃2
1 − 4γ̃2

]
> 0

sign

[
Re

(
dλ

dτ

)−1
]
λ=iω̃−

= sign

[
−(A2

1ω̃
2
− +A2

2y
∗2)
√
γ̃2
1 − 4γ̃2

]
< 0
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を得る。これらの式は hによらず成り立つ。ゆえに補題 2が得られる。
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