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0.序 論

不確 実 性 下 にお け る貯 蓄 モ デ ルの一般化 と精緻化 と して フィッシャー・フェ

ルプス・バ カンソン線 上の無限期間 にわた る消費 と投 資の期待効 用極大化 問題

は,確 率 変 数 と して の証 券投 資 か らの収益 に加 えて,確 実 な非 資 本所 得 流 入 を

含 ん で いた。本論では,消 費支 出 を消 費財 の 実物 量 と価 格 の積 として表示 し,

金 融 資 産投 資 額 を資 産 の実物 的 量(枚 数 ・株 数)と 資 産価 格 の積 に分解 して}

ミク ロ経 済 分析 にお け る主 要 課題 の一一つである間接効用関数の分析に相当す る

極大期待生涯効用 の比較静学分析 を行い,消 費財 束 の み な らず 危 険 資 産 混 合]1

と確 実 資 産2)に つ い て拡 張 した ロ イの 等式(Roy'sidentities)を 提 示す る。 な

お,本 論 で用 い る数学 記号 文字 と して,実 数 は イ タ リ ック体,ベ ク トル ・行 列

は ゴ シ ック体 で表 す。

1.基 本 モデル

1.1富 の制 約 式

消 費 と投 資 の 配分 を同時 に考慮す る個別主体 の生涯 を 丁個 の期 間 控1,i

・・,T-1,Tに 分 け る。 個 別 主 体 が 消 費 可 能 な消 費財 の種類 をi=1,2,…,

nと し,同 様 に}投 資 可能 な:31危険 資 産 の種 類 をh=1,2,…,S,確 実 資 産 を

1種 類 の 資 産混 合 とす る。 一般 の期 間tの 期 首 に お い て購 入 され る消 費財束 を

n次 列 ベ ク トルctと し,そ の 消 費 財 価 格 のn次 列 ベ ク トル をptと す る。 同 様

に,危 険 資 産の物 理 的保 有量(枚 数 ・株 数等)のS次 列 ベ ク トル をXt,そ の資

産価 格 のs次 列 ベ ク トル をqrと 表す 。

一一・般 に
,第t期 の期 首 に個 別 主体 は,前'-1期 末 の 賦 存 富 ω,.正か ら消 費 支

出p'疋,を 支 払 い,残 余 を金 融 資 産 で 保 有 す る。 金 融資 産の ・部 は危険資産混

合q'凶 に投 資 され,残 余 が 確 実 資 産mt(現 金,要 求払 い預 金,お よ び 有期 預

金;い わ ゆ る取 引残 高 と投 機 残 高の和)の 形 態 で貯 蓄 され る。確 実 資 産混合の

価値 は,そ の価格 を物 理 的 単位 当 た り1と 固定 す る と確 実 資産混 合 の物 理 的量

と名 目的金額が一致 してmtと 表 す こ とが で きる、,する と,前t-1期 末 の賦 存
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富 ω削 のt期 首における支出配分は次のように書かれる。

ノ ア
働 一1業P爵c'+qtXt+mt(1)

消crは 当 期 中 に 消 費 さ れ,金 融 資 産 は期 末 ま で に 増 殖 す る 。 確 実 資 産mt

は確 定 利 子 率 ηを 生 み,第t期 の 期 末 まで に(1+rr)mtに 増 殖 す る 。 この 増 殖

率(1+rt)を 確 実 資 産 の 累 積 要 因(accumulationfactor>と い う。

危 険 資 産 の 物 理 的 単 位4)(1株 ・1枚)当 た り第t期 首 の 価 値q㌔ は'期 末 ま

で に 将 来 価 値Dに 増 殖 す る 。Rは,来 期t+1の 価 格qr、1と 今 期 の 配 当d,の

和U=q,月+dtで あ る。 な お,こ の 期 末 価 値Uか ら期 首 の 価 格q、 を 差 し引 い

たD-q,=qr.1-q,+dfは 期 間 中 の 物 理 的 単 位 当 た り収 益 額 で あ り,特 にqt.、

qtの 部 分 は 資 本 利 得 と呼 ば れ る 。 ま た,t期 中 に 労 働 賃 金 等 の 非 資 産 所 得yt

が 稼 得 され る。 そ れ 故,第'期 末 ま で に 増 殖 した 富 は 次 の よ う に な る 。

wt=Rt'xt+(1+rt)?12t+ツ,

鷹(1+rt)(ω, .lptCt)+(R-(1+?'t)q∂Xt+y(2)

上 式2行 目 は,(1)式 をmtに 代 入 して 得 られ る 。

こ の プ ロ セ ス がt-oか らT-1期 ま で 続 く と,そ こ で は 第 丁 一2期 末 の 富

wTがT-1期 首 に お い て 配 分 さ れ る 。

ノ ノ
ωT-2窺PT-lcτ 一1+初 τ一1+qT-IX卜1(3)

T-1期 末 ま で に,こ の 富 は 増 殖 し て 次 式 に な る 。

R'T--1XT--1+(1+77-1)吻 τ一1+yT-1

雛(1+rT -,)(ω7-2-P'T-tCT .1)

+(Rr-一q+η 一1)q狂1)XT-1+ツ γ一1

=ω7唱 一1(4)

最 終 のT期 首 に,前 期 末 富wT..1は 消 費 支 出pTCTと 遺 産 加 に 分 け ら れ る 。

ωT-1=・P'7cτ+う7(5)

こ の 遺r.fが 最 後 に 残 さ れ る 富 ωTに 他 な ら な い 。

∂T=wT(≧0)(6)
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1.2生 涯効用の最適化問題

富の増殖過程で消費額は毎期漏出 していくが,そ の消費量が生涯を通 じても

たらす生涯効用を分離型効用関数により指定する5>。将来価値の現在への割引

率 αを0<α ≦1と 定める。z
U=u(Cl)+Σ α'一'u(ct)(7)

トZ

上式で,現 在 期(t=1)は 確 実 で あ るが,将 来 期(2≦t≦T)は 不 確 実 で あ

る と考 え,将 来期 間全体 にわ た って期 待 値6)を 取 り,来2期 以 降 の期 待 効 用 を

現 在 価値 に割 り引 く。ア
E[こ1}=u(CI)+Σ α卜1E[π(Ct)](8)

tニ ヨ

よ っ て,期 待 生 涯 効 用 は,(8)式 の よ う に,現 在 決 定 期 と将 来 決 定 期 の 二 部 分

に 分 割 で き る 。 す る と,問 題 は,『 期 待 生 涯 効 用(8)を 制 約 条 件wt(1+rt)

(ωH-ptcr)+(匙 一(1+rr)qf)'】Kt+y=('=1,2,…,T-1)お よ びwT._/1-pTCT+

δT(跨 丁)の 下 で,消 費 ベ ク ト ルC1,C2,…,Ct,…,CTに 関 し て 極 大 に す

る 』 と設 定 す る こ とが で き る7)。

期 待 生 涯 効 用E[U]の 極 大 値 をVと 置 く。Vの 下 添 え 字T-tは 当 期 後 の 残

存 期 間 を 表 し,wの 下 添 え 字'は 当 期 を 表 す 。 まず,第1期 の 極 大 生 涯 期 待 効

用VT(w。)は 次 式 の よ う な体 系 構 造 式 に 書 か れ る 。

VT(Z[1a)=momUT=maxu(c1)+Σ α'-IE[π(ct}](9)
t=2

防(w。)は 第1期 首 に残存 期 数Tを 伴 う初 期('=0)賦 存 富 ωoの関 数 で あ る こ

とを表 す 。

こ こで,(9)式 を将 来 に1期 ず ら して,

7'
vT-1(ω1)=maxUT-1=maxu(c2)+Σ α'-2E[u(cr)](10)

t二3

とす る 。 上 式 両 辺 の 期 待 値 を取 り,割 引 率 α を掛 け て1期 だ け 割 り引 き,将

来 決 定 期 に つ い て ま とめ る。

aE[防 一1(ω1)]=αE[maxUT-1]
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T
=maxαE[π(c2)}+Σ αHE[u(c,)]

t#3
ア

=maxΣ αト1E[御(ct)](11)

tヱ コ

す る と,第1期 を 現 在 期 と し,第 丁 期 ま で の 将 来 に わ た る 極 大 期 待 生 涯 効 用

は,初 期 賦 存 富w。 の 関 数 と し て 単 純 化 さ れ て,現 在 期 と 将 来 期 の 二 つ の 項 に

ま と め ら れ る 。

レナ("o)需max{π(Cl)+αE[VT-1(w,)]}(12)

一 般 に 任 意 の 第t期 に お け る 極 大 期 待 生 涯 効 用 は 次 の よ う に 書 か れ る
。

VT-t・i(tUt_t)=max{%(Ct)+αE[VT.t(ωf川

=max{π(Ct)+αE[レ ㍗'((1+rr)(rw
t-一,-ptcr)

+(Rf-(1+rt)qz)Xt+lyf)]}'=1,2 ,…}T-1,(13--1)

骸(wT-,)篇max{π(CT)}t=T(13-2)

生 涯 最 終 期 末t-T期 に お い て,T期 首 の 富 ωT..1は 消 費 財 束CTに 支 出 さ れ

た 残 り が 遺 産IBT≧0と し て 残 さ れ る 。 第 丁 一1期 で は,期 首 の 富wT-zか ら 消

費 額p'T.1CT.1を 差 し 引 い た 残 余 のwT-z-p'T→CT-tが 最 終 期 丁 の 期 首 富

w71に 増 殖 し て,そ れ が 最 終 丁 期 中 に 消 費pTc-rと 遺 産BT'に 分 割 さ れ る 。

(1坊 一1)(ω7-・ づT-iCT-1)+(RT-「(1+7T-1)qT-,)'XT-t+yT-t

鷹 ωT -li=pTCT+」Bτ

そ れ 故,第T-1期 に お け る 極 大 期 待 生 涯 効 用 は

脆(wT・-z)=max3u(CT-1)+aE[V,((1+RT-,)(ωT-2-P'7-1CT--i)

+(RT一 ド《1+rT,)qT-1)'XT-1+yT)]}

コmax{π(CT --t)+αE[Y1(wr1)]}

藁max{麗(cr -r)+αE[Vi(rpTcT+BT川

の よ う に,後 続 決 定 部 が 最 終 期Tの 極 大 期 待 効 用 と 一・致 す る 。

2.投 資主体の最適化行動

2.1最 適解 の導 出

一般 の'期 につ い て
,期 待 生涯 効 用

(14)

(15)
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Ut=u(Ct)+αE[VT-t((1+rt)(iwr--t-prCt)

+(R-(1+Yt)qr)Xt+yt)]t=・1,2,…,T-1,(16)

をCtとXtに 関 し て 偏 微 分 し て ゼ ロ と 置 く と,極 大 化 の1階 条 件 が 得 ら れ る 。

aUt _du{ct

actdct)一 αE階((1+η)(wt-1-pfct

+(Rt-(1+嚇)恥)(1+Yt)Pt1・(17-1)

および

1隻 一 αE[dV7,-tdwt((1+rr)(ω 卜1-P"c')+(Rt(1+rt}qt)Xr+yr)

・(Rt-(1+rf)q,)・ (17-2)

極 大 化 の2階 条 件 は,非 ゼ ロ の[doridxt]≠0ノ に 対 して,次 の2次 形 式

が 負 値 定 符 号(negativede丘nite)g}に な る こ とで あ る 。

∂2〔〃 ∂cl∂2ひ ノ∂c'∂x・4q[
dcidx',] ∂2〔〃 ∂

Xr∂Cr∂Ut/∂XLtdxr

=[dct]'L∂Ut/∂c多][dcr]

+2[dcr]'[∂Ut/∂Ct∂x日[4Xf]

+[4】 臼]'[∂2ひ/∂ 躍][4澱]<0(18)

1階 条 件(17-1)と(17-2)の 同 時 解 を 解 け ば,n次 消 費 財 束 とS次 危 険 資

産 混 合 の 解 ベ ク トル が 求 め ら れ る 。 こ れ らの 解 ベ ク トル は パ ラ メー ター 群 の 関

数 に な る 。 た だ し,,層 は 確 率 変 数 で あ る危 険 資 産 収 益 率 ベ ク トルDの 確 率 分

布 を規 定 す るパ ラ メ ー タ ー 集 合 を 表 す 。

G*=C*(Pt,qr,rt,wt-i,yt,,万 ・f)(19-1)

X*ニXt(Pt,qr,rt,ω,-1,yf,ノ,)(19-2)

(19-1)式 は 消 費 財 束(フ ロ ー)の 需 要 関 数 で あ り,(19-2)式 は 危 険 資 産 混

合(ス ト ック)の 保 有 需 要(投 資)関 数 で あ る 。

危 険 資 産 将 来 価 値 ベ ク トル&が 従 う確 率 分 布 を,取 りあ え ず,最 も 単 純 な

2パ ラ メ ー タ ー 分 布9)と 仮 定 す る 。 こ の と きf確 率 分 布 パ ラ メ ー タ ー は 将 来 価

値nの 平 均 値 ベ ク トル μ,と 分 散 共 分 散 行 列 Σ,に な りIU)確 率 分 布 パ ラ メ,___
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ターの集合 はノ声{μ,,Σ,}と 書 か れ る。 平均 値 ベ ク トルutは 将 来価 値 ベ ク ト

ルRの 期 待 値 のS次 列 ベ ク トルで あ り,

μf=E[R](20)

と書 か れ る。 危 険資 産 将 来価 値 ベ ク トルRの 分 散 共 分 散 行 列 Σ,はS次 正方 行

列 で あ り,

Σ,=E[(U一 μ,)(R-ut)r](21)

と定 義 され る。

2.2極 大 期 待 生 涯 効 用 関 数

…・般 の 第t期 に つ い て
,(19)式 の 最 適 解dとX=を 元 の 期 待 生 涯 効 用 の

(16)式 に 代 入 す る と,第t期 の 極 大 期 待 生 涯 効 用maxUrが 得 られ る。 こ れ は

VT-t+1と 書 か れ,極 大 期 待 生 涯 効 用 は パ ラ メ ー タ ー 群Pt,qt,rr,ω 卜1,yr,.f't

={μ,
,Σ,}を 変 数 とす る 当期 の 関 数 と して 表 され るID。

VT-r+1(P',q',yt,勘 一量,yt,.ガ`)

=maxα

篇π(C*)+αE[yナ .,(wt)]

諜π(C*)+αE[V7・ -r((1+rc)(2Ut-1p:c)

+(Rド ー(1+Yt)qr)'x7+yt)]

t儒1,2,・ ・㍉T-1,(22)

な お,第'期 首 に お け る 最 終 期Tま で の 残 存 期 間 はT('-1)=T-t+1期 で

あ り,将 来 の 第t+1期 に お け る残 存 期 間 数 はT-'で あ る 。

上 記 パ ラ メー ター 群 の 変 化 が 現 在 期 の 極 大 期 待 生 涯 効 用y㍗ 田 に 及 ぼ す 効 果

を 検 討 す る た め に,ま ず,将 来 期 のVT-xに 関 す る,次 の 補 助 定 理 を 用 意 す

る 。

〔補助定理 〕

期 間 ∫にお ける富 ω,に 関 す る将 来期 の 限 界極 大 期 待 生涯効 用は 正であ る。

4iZア.,(wt)す なわ ち
,>0で あ る。dw

f
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(証明)1階 条 件(17-1)式 よ り,

du(cr

dCr)一 αE際 働)(1+rt)pt胴

を得 る。(17'-1)式 の 左 辺 は 消 費 財 束Ctの 限 界 効 用 の ベ ク トル で あ り,通

常,4砦)〉 旺 で あ る と仮 定 され る・ よ っ て・(17'-1)式 の 右 辺 も正 で

あ るか ら,正 の価 格 ベ ク トルPt>0,正 の確 定 利子 率rt>0,正 の割 引率 α>0を

考慮すれば4鵠 勘)〉 ・と判定される・ ■

3.初 期富 と当期所得変化 の効果

以下では,こ の補助定理 を用いて,現 在期極大期待生涯効用 防一田に及ぼす

パラメーター変化の効果を検討する。

3.1初 期 富 変 化 の 効 果

〔定 理1〕

前t-1期 末 の 富 ω卜1が 増 加 す る と,当 期tの 現 在 期 極 大 期 待 生 涯 効 用

∂Vr田V
T.坦 は 増 加 す る 。 す な わ ち,>0で あ る 。aw

t--i

(証 明)(22)式 のVT-t.1を 前 期 末 富wt-iに 関 して 偏 微 分 す る 。

∂論i葺1 一階LαE[dVr-r(wr
dwt)(1+州}(蓋ll)

+αE[4鴇)(Rt(1+7')q')'(謙
、)]

dwt

-aEdV-r-t(wr

dwt)](1+η)〉 ・(23)

上 式 の1行 目 と2行 目 は(17-1)と(1?-2)を 用 い る と ゼ ロ に な る か ら,3

dVt1(LUt)行 目の み が 残 る
。 補 助 定 理 に よ り>0だ か ら,(23)式 最 右 辺 で,dw

t

正 の 確 定 利 子 率 乃>0,正 の 割 引 率 α>0を 考 慮 して,所 定 の 偏 導 関 数 は 正,す

∂レ17f+1>0と 判 定 で き る
。 ■な わ ち, ∂

wt-1

3.2当 期 所 得 の変化
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〔定理2〕

第'期 の 所得yfが 増 加 す る と当 期tの 現 在 期極 大 期 待 生 涯 効 用 佐.,月 は増 加

∂γ7㌦川す る
。 す なわ ち,>Oで あ る。ay

t

(証明)(22)式 のVT-t.1を 当期'の 所 得 に 関 して偏 微 分 す る。

∂V7'-r+1

ayr{4砦IL姐 陣 諜)(1+rr)pc(鵠)

+αE際 勧)(Rf-(1+rt)gx)'axra
ye)1

+aFdVr-_t(wr)d
wt

‐aE[4防 毒剰 〉・(24)

右 辺1行 目 と2行 目 は1階 条 件(17-1)と(17-2)よ りゼ ロ に等 し い か

ら,3行 目だ け が残 る。 よっ て,補 助 定 理 と α>0に よ り(24)式 の 符 号 は 正

で あ る。 ■

4.決 定 論 的 パ ラ メ ー タ0変 化 の 効 果

現 在 期極 大 期待 生 涯 効 用関数の変数 には,確 率 的で ない パ ラメ ー ター と確 率

分布のパ ラメー ターが含 まれ る。前者の確率的で ないパ ラメー ターを決定論的

(detemlinistic)と い う。 本 節 で は,こ れ らの決 定 論 的 パ ラ メー ター(Pf,qr,

rl,wt-,,y)の 変 化 が 当期tの 現 在 期極 大 期 待生 涯 効 用 に 及 ぼす効 果 を検 討す

る。

4.1消 費財 価 格 変化 の 効 果

〔定理3〕

第'期 の 消 費 財価 格Ptが 上 昇 す る と当期 の 現 在 期 極 大 期 待生 涯効用 防一,月

∂レナーr+1は減 少 す るか 一一一定 で あ る。 す なわち, ≦0で あ る。ap
t

(証明)(22)式 のVT-t.1を 第'期 の 消 費財 価 格 ベ ク トルPtに 関 して偏 微 分 す

る。
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∂㌢言磐 一儲)du(ct
dct)一 αE[4防 譲 勘)(1州}

-aE[4防 左話 勧)](1+Yr)cl

+αE[傷 デ(∂xt(wta
pt))(Rr-(1+rt)卿)1

-一 αE際 働)](1+郎 ・(25)

1階 条 件(17)に よ り,1行 目 と3行 目は ゼ ロで あ る。 よ っ て,2行 目だ け

が残 る。 す る と,正 の割 引 率 α>0,正 の確 定 利 子 率 乃>0,半 正最 適 消 費 ベ ク ト

ルc涯0お よび補 助 定理 を考 慮 して,(25)式 は半 非 正32>と 判 定 され る。 ■

付 言す れ ば,上 の 証 明 で,財 の消 費ベ ク トル は非 負(Ct≧0)で あ る。 しか

し,消 費 者が 生 存 す るため に は消 費 ベ ク トルはゼロ ・ベ ク トルにはな り得 ない

(Ct≠0)か ら,必 ず 半正(c7≧0)と な る。

4.2危 険資産 混 合 の 投資 立場

投 資主 体 の危険資産混合投 資の立場(positions)は,ま ず次 の3領 域 に分 割

され る。i)信 用 買 いの 立場,ii)現 物 投 資 の立場,iii)空 売 りの立場13)。

投 資 主 体 は 当初 の 賦 存 富wt-,か ら第'期 の 消 費 支 出prciを 差 し引 い た残 高

wt1-p観 を危 険 資産 混 合 投 資QtXtと 確 実 資 産 保 有 〃謹 に分 割 す る。 よって,

(1)式 よ り,第t期 危 険 資産 混 合投 資 額 と確 実 資 産保有額 は投資立場 ご とに次

の ように表 される。

i)危 険 資産 混 合 の信 用 買 い:

Cwt-一一1-pici)<gtxi(26-1)

ii)危 険資 産混 合 の現 物 投 資:

0≦q丞 季≦(ω,-rP短)(Zs_2)

iii)危 険資 産 混合 の空 売 り:

gtxt<0(2fi--3)

次 に,上 の 三つ の立場 に対 応 す る確 実 資産保有額は次の ように表 され る。
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i)危 険 資産 混 合 の信 用 買 い に対 して

〃2穿〈0(27-1)

ii>危 険資 産 混 合 の現物 投 資 に対 して

0≦ 究η7≦(ω,-lper*)(27-2)

iii)危 険 資 産混 合 の 空売 りに対 して

(wtiper*)〈m*(27-3)

す る と,確 実 資 産 は,危 険 資 産 の現物 投 資 と空売 りの立場 に対 して非負 ない し

正 であ り,信 用 買 い の 立場 で 負 で あ る こ とが判 る。

さらに,危 険 資 産混 合 の保 有 形 態 は二 つ の立場 に区別 され る。一つはi)信

用 買 い(26-1)とii)現 物投 資(2fi-2)を 一括 した立 場 で あ り,買 い 長(long

position)と い う。 他 の 一〇つ はiii)空 売 り(26-3)の 立 場 で あ り,売 り 長

(shortposition)と い う。

買 い長 の 立場 は,全 危 険 資 産保 有 が 現物 投 資 と信 用買い に限定 され,関 連 す

る危 険資 産 が一 律 に買 い一 辺倒になる。売 り長の立場 は,全 危 険資 産投 資が 空

売 りに 限定 され,売 り…辺 倒 に な る。 なお,個 別 主体 に とって投 資 可 能 な危 険

資 産のベ ク トルは全銘柄 の投資か ら全銘柄 の無投 資 まであ り得 るか ら,危 険資

産 保 有 ベ ク トル は,買 い 長 の場 合,非 負x*≧0と 表 さ れ,売 り長 の 場 合,負

X*<0と 表 され る。

4.3危 険資 産価 格 変 化 の効 果

〔定 理4a〕

全 危 険 資 産保 有 が 買 い 長 でxtzOの 場 合,第'期 の 危 険 資 産 価 格q,が 上 昇

す る と当期 の現 在期 極 大 期待 生涯効用 防.,月 は減 少 す るか 一畠定 に留 まる。 す な

わ ち・ ∂V-rr+iaq
t≦ ・で あ る・ また・ 全 危 険 資 産保 有が売 り長でx*<・ の場 合 ・

第 ∫期 の危 険 資 産価 格q,が 上 昇 す る と当 期 の極 大 期 待 生 涯 効 用 佐.,.1は 増 加

す る・ す なわ ち・ ∂舞 〉・で ある・

(証 明)(22)式 の 防.出 を今 期 の危 険 資 産価 格 ベ ク トルqrに 関 して偏 微 分 す

る。
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ノ
∂V7--r+i

aqt-(謝{4砦P-aE[dVr‐r(wadwt)(1+rr)pt}

圃4防 毒 勘)aXtaqt)(K-(1+Yr)qt)1

-d4防 諾)(1+rt)xll

-一 αE際 働)(1+Yt)X*
r(28)

.h式 右 辺 の 第1行 と第2行 は1階 条件(17)よ りゼ ロであ る。 よって,右 辺

最終 行 のみ が 残 る。 買 い長 の場合,最 適 危 険 資 産保 有 ベ ク トル は非 負 でx亨 ≧0

だか ら,右 辺頭 の 負 符号,正 の 割 引 率{x>0,正 の確 定利 子 率rt>0,お よ び補 助

定 理 を考 慮 す る と,(28)式 は非 正 と判 定 で きる。

∂V7,-t

aof・L-aEdVr.一 一t(wrdwc)(1+rt)x;1≦ ・(28)

また,同 じ(28)式 で,売 り長 の場 合,最 適 危 険 資 産 保 有 ベ ク トル は 負 とな

り,Xi<0だ か ら,右 辺 頭 の負 符 号,正 の割 引 率 α>0,正 の 確 定利 子 率rr>0,

お よび補助 定 理 を考 慮す る と,(28)式 は正 と判 定 で きる。

∂舞 一 際 勘)(1+
rc)X*r]〉・(28")

を得 る 。 ■

危険資産への投資態様は,保 有する全銘柄について必ず しも一律ではない。

ある銘柄は保有され,あ る銘柄は保有されず,あ る銘柄は空売 りされる。 この

場合の極大期待生涯効用に及ぼす危険資産価格効果は危険資産保有ベク トルの

成分ごとに異なる。それ故s次 の定理4bは 危険資産を銘柄別に取 り扱 う。

〔定理4b〕

個 別 主 体 に よ る第h危 険 資 産 の保 有 が 買 い 長 で あ るか,売 り長 で あ る か に

応 じて,第'期 の危 険資 産hの 価 格qhrが 上 昇 す る と,当 期 の現 在 期 極 大 期 待

生涯 効 用VT-t.1は,買 い 長 の と き減 少 す るか …定 に留 ま り,売 り長 の と き増 加

∂V7'-1+]す る
。 す な わ ち,買 い 長xht≧0の と き ≦O,売 り 長 煽<0の と き∂

9ゐ,av
7ti>0で あ る

。∂伽



生涯消費,危 険資産混合,確 実資産保有の拡張Roy等 式13

(証明)定 珪4aの(28)式 を銘柄別 に書 き直す と,銘 柄hの 買い長煽 ≧0に

対応して
∂舞 誓L -aEdVr-r(wr

dwr)(1+岡 ≦ ・(2餅1)

または売 り長xht<0に 対応 して

∂監 鉾一 姐[4%勘)(1+r
t)xhr>・(29-2)

とな る。 何 故 な らば,(29)式 右 辺 で 頭 の 負 符 号,正 の 割 引'・a>0,正 の確 定

利 子率 飾>0,お よび補 助定 理 を考慮 す る と,最 適危 険 資 産 乃の 買 い 長 煽 ≧0ま

た は売 り長 煽 く0に 対応 して,上 式 の符号 は非 正 また は正 と判 定で きるか らで

あ る。 ■

4.4確 定利子率変化の効果

これ ら危険資産投資の立場の領域 に対 して,確 定利子率rtの 変化に関する

効果が次の定理5に より確認 される。

〔定理5〕

第'期 の確 定 利 子 率 ηが 上 昇す る と第 ∫期 の極 大期待 生涯効 用VT-t.1は 増 加

avTt1す る
。 す な わ ち,>0で あ る。ar

t

(証明)(22)式 を確定利子率 ηに関 して偏微分する。

∂V-r-r+

arcL{4鷲IL祀 臨1ω)(1+ra}pr}'dcldry)

+αE[4V欝 勘)(ノ ホ ノ ホω卜一1}P'q-qtXt)】

+aEdVT_t(wtd
wf)(R《1噂)axtart

一αEl4鵠)剛 】(3・)

1階 条 件(17)よ り右 辺1行 目 と3行 目は ゼ ロ だ か ら,2行 目 だ け が 残 る 。

ま た,(1)式 よ りmt=ωf.1-p㌔crq'凶 だ か ら,こ れ を 用 い て 整 理 す る と,

(30)式 最 右 辺 で,α>0,お よ び 補 助 定 理 に よ り 〃7.,(wt)'dwr>0だ か ら,

(27)の 確 実 資 産 保 有 の 符 号 を 用 い て,危 険 資 産 の 現 物 投 資 と 空 売 り の 立 場
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mt≧0に 対 し て,(30)式 の 符 号 は 非 負 で あ り,

aEdVr-t(wtd
wt)m*t≧ ・(3H)

信 用 買 い の 立場m*<0に 対 して,(30)式 の 符 号 は 負 で あ る 。

aEdVr_t{wrd
wt)舛]<・(31-2)

■

5.確 率論 的パ ラ メー タ0変 化 の効 果

危険資産期末価値ベ ク トル 恥 が属す る確率分布 を規定するパ ラメー ター

を,Uの 期待値ベクトル角 と分散共分散行列Σ,とする14)。本節では,こ れら

の確率論的パラメーターの変化が現在期の極大期待生涯効用 佐.,、1に及ぼす効

果を検討する。特に,後 述の定理7が 示すように,分 散共分散行列の変化が全

く無効果であることは著 しい特徴 を示 している。

5.1危 険資 産 期待 期末 価 値 の変 化

〔定 理6〕

第t期 の 危 険 資 産期 待 期 末価 値 μ,が 上 昇 す る と き,当 期 の現 在 期 極 大 期 待

生 涯効 用 レ=r--a+tは危 険資 産混 合 が 買 い 長で ガ ≧Oな らば増 加 す るか 一 定 に留 ま

∂γノ㌧臼1り
,売 り長 で ゴ<0な らば減 少 す る。 す な わ ち,買 い長 な らば, ≧0,∂

μ'aV
r-r+i売 り長 な らば

7 〈0で あ る。∂μ

(証 明)(22)式 を期 待 期 末価 値 のベ ク トル μ,に 関 して偏微 分 す る。

∂㌢

μ狂L{認+αE際 勘)1馴 儲)

+αE[d讐)(awfa
Xt)(aXrair)1

+αE際 勘)(awra
u)1

=aE[dVr…t(wt
dwt)x*r(32-1)

トの(32-1)式 の1行 目 と2行 目 は1階 条 件(17-1)と(17-2)に よ りゼ ロで

消 え,3行 目にE[∂ ω〆 ∂ut]=癬 を用 い る。 す る と,補 助 定 理 と α>0に よ り
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(32-1)式 の 符 号 はKiの 符 号 に一 致 す る。(32-1)式 の 符 号 は,危 険 資 産 が 買

い長K*≧0な らば非 負,

∂塩 ドL
αE[4論 ヂ1x7≧ ・(32-2)

売 りX*<0な らば 負,

∂㌢露午LαE隈1x7〈 ・(32 --3)

と判定 され る。 ■

5.2危 険資産期末価値の分散共分散変化の効果

〔定理7〕

第'期 の危険資産期末価値 匙 の分散共分散行列Σ,が変化 しても,当 期の現

在期極大期待生涯効用VT--t.1は一定に留 まる。

(証明)(22)式 を分散共分散行列Σ,に 関して偏微分する。

∂㌢斎L陪)+
αE際 働)]馴'(謝

+αE「dl/F.,(ωご4
勘)(1婆1)儲1)]一 ・(33)

∂2tlt∂c'=一(1+Yt)P,∂wt/∂ 短=(恥 一(1+Yt)q,)を 考 慮 す る と,右 辺1

行 目 は1階 条 件(17-1)に よ りゼ ロ に な り,ま た,2行 目 は1階 条 件(17-2)

に よ りゼ ロ に な る。 よ っ て,[∂Ct/∂ Σ,]と 〔∂Xt/∂ Σ,]が 何 で あ ろ う と無

関 係 に(33)式 は ゼ ロ 行 列 と な る 。 □

6.Royの 等式 の拡 張

これ まで導出 した諸定理 か ら,現 在 期 極 大期 待 生 涯効 用 につ い て拡張 された

Royの 等 式15)を 導 き 出す こ とが で き る。 こ こで は,消 費財 ベ ク トルCtと 危 険

資 産混 合 ベ ク トル 脇 お よび確 実資産mtに 関 す る等 式 を導 く。 この場 合,分 母

と な る所 得 項 は前 期 末富wr-1お よ び今 期 の 所 得ytの 二 通 り を試 験 的 に用 い

る。分 子 と なる価格項 は消費財価 格ベ ク トルpr,危 険 資 産 価 格 ベ ク トルof,

危 険資 産期待 期 末 価 値 ベ ク トル μ,確 実 資 産確 定 利 子 率 ηの4種 とす る。
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6.1前 期 末 富 ω,.1の等式 群

6.1.1消 費財ベ ク トル

まず,定 理1の(23)式 を定理3の(25)式 に代 入 して 整理 し,消 費財 ベ ク

トル の等式 を求 め る。

C*=r一 燕 療
、(34)

6.1.2危 険資産混合ベク トル(危 険資産価格ベク トルqrに よる)

定 理1の(23)式 を定 理4aの(28)式 に代 入 して 整 理 し,危 険 資 産 混 合 ベ

ク トル の等 式 を求 め る。

xl舞ll際
,(35)

6.1.3危 険資産 混合ベ ク トル(危 険資産 期待期 末価値 ベ ク トル μ,に よ る)

定 理1の(23)式 を定 理6の(32-1)式 に 代 入 し て 危 険 資 産 混 合Xtに つ い

て 整 理 す る。

(∂γT_,+1/∂μ)(1十r')(3fi)
X*t

∂防 一til/∂wr-1

6.1.4確 実資産

定 理1の(23)式 を定 理5の(30>式 に代 入 し,確 実 資 産mrを 取 り出 す 。

叫 一(∂VT--r+1/∂rt)(1十rt∂レ
7't+1/∂i妙ず_1)(37)

6.2当 期 所 得yfの 等 式 群

6.2.1消 費財 ベ ク トル

定 理2の(24)式 を 定 理3の(25)式 に 代 入 し てCtを 取 り出 し,消 費 財 ベ

ク トル の 等 式 を導 く。

cl(∂ レひ寸+1/∂Pt∂レT
_,+1ノ∂ツ')(1+7')(38)

fi.2.2危 険資産混合 ベ ク トル(危 険 資産 価格 ベ ク トルqtに よ る)

定 理2の(24)式 を定 理4aの(28)式 に 代 入 し て 整 理 し,危 険 資 産 混 合 べ
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ク トル の 等 式 を 求 め る 。

,∂ レ㍗・一'+1/∂q'
X,瓢

(∂Vr・-r+a/∂ ツ')(1+rt)
(39)

6.2.3危 険資産混合ベク トル(危 険資産期待期末価値ベク トル μ,に よる)

定 理2の(24)式 を定 理6の(32-1)式 に代 入 して整 理 し,危 険 資 産 混合 ベ

ク トルXtの 等 式 を導 く。

x弓 格壬驚(4・)

6.2,4確 実 資 産

定 理2の(24)式 を 定 理5の(30)式 に 代 入 し,確 実 資 産 吻tの 等 式 を 取 り

出 す 。

av-一,-t,part栩
'=∂ 防

,、1/∂yt(41)

7.補 論

7.1Royの 等 式の 一 つ の検 証

k掲 の(34),(35),(37)式 で,消 費財,危 険 資産 混 合,お よび確 実 資 産 の

拡 張Royの 等 式 を得 た。 わ れ わ れ は こ こで 一 つの検証 として,こ れ らの 拡 張

等式 に価 格 ベ ク トル を掛 けて足 し合 わせてみ る。 つま りaわ れ わ れが 得 た拡 張

Royの 等 式 が前 掲 の(1)式 を成 立 させ るか どうか を確 か め る。する と,結 果 は

ノ ノ

P鵡'+q凶+mx

a∂ レ㌔L'+1/∂Pr=-Pr

∂ 防,、1/∂wrl

f∂ γ7-'・1/∂q'
…『q'

∂1!7',日/∂w'1

+(∂1偏 ・1/∂Yt(1+7立
∂V7.r+1/∂Wt1

-{一 αE際 勧)](1+rr)p'rct

一αE[4讐)(1町xl]
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+祀[4防 濾 働)(1+rt)mf*}/∂ 論デデ

ーaEdVT_.t(wt
dwr)(1禰](凶 鏑+微)/∂ 論llll

=ω 卜1(42)

と な っ て,名 目Royの 等 式 群 を 加 え 合 わ せ る と,元 の 前 期 末 富wr-1に 等 し い

こ とが 確 か め られ る。

7.2危 険 資産 価格 と危 険資産 期 待価 値

(28)式 に(32-1)式 を代 入 す る。

∂VT--t

aqt・L一 αE際 勧)(1+Yr)X*t

=一 ∂㌢云+'(1+rt)(43)

上 式 の 両 端 を取 る と,危 険 資 産 価 格 の 効 果 は危 険 資 産 期 待 価 値 の 効 果 に確 実

資 産 の 累 積 要 因(1+rt)を 掛 け た も の に 等 し い こ とが 判 る 。 す る と,上 記 ベ

ク トル の 危 険 資 産Sに 対 応 す る 要 素 間 の 関 係 は,す べ て のsに 対 して

∂VT-'・1/∂qst>0(44)1
+rt-一 ∂y

T,+1/∂,(.Lsf

と書 くこ とが で き る 。

7.3前 期末富と当期非資産所得

極大期待効用に及ぼす前期末富 ω卜1変化の効果 と今期非資産所得yt変 化の効

果との関係は,(23)式 に(24)式 を代入することによって得 られる。

∂論 吉1-aFdVT-t(wr

dwa)1(1+rr)

一 ∂㌃+1(1+rt)(45)

す る と,確 実 資 産 の 累 積 要 因(1+ゆ は

1+rr=∂ 佐 一'・1/∂wr1(46)∂γ
匹.t+1/∂y'

と 表 す こ と が で き る 。
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[注]

1)危 険資 産(riskyasset)と して,株 式(stocks)・ 債券(bonds)を 考 える。 これ

らは 市場 性(marketability)を 持 ち,資 本利 得 砂篇q∫-q,を 発 生 す る。株 式 は 配 当

(dividends)"を 産 み,債 券 は確 定利 子率rtを 生 むが,と もに市場 性 が あ るの で,

危険 資産 と して まとめ,債 券 の収益 も配 当 に含 め る。 よって,危 険資産収 益 は資本

利得 と配 当の和Rt=gr+drと 定義す る。

2)確 実 資産(risklessasset)は,市 場性 が な く,そ の収益 率が確 率 変数 では ない金

融 資産 をい う。確実 資産 の収 益率 を確 定利子rtと す る。

3)個 別投 資主体 は上場 株 式や 債券 の すべ てに投 資す るわ けで は な い。 「投 資可 能」

とは投資 主体 の主観 に よる。

4)危 険資 産の物理 的単位 とは,1枚 の証 券 ・証 書類 を指す 。

5)多 期 間の効用 関数u(c1,C2,…}Ct,…,CT)を 各期 につ い て分離 表現 す る形 式

麗(CP+au(C2)+…+α 門 μ(ca)+…+aT-lu(CT)を 分 離 効 用 関 数 と い う。αは 将 来

に対す る 一定の割 引率 であ る。

6)連 続 な確 率 変 数xの 数 学 的 期待 値 はE[x]=μ と表 され る。期待 値 は確 率 分 布 ノ

の加 重 平均 を意 味 す る。 確 率 変 数xの 確 率 密 度 関 数 ノ(x)に 対 してxの 期 待 値 は

E[x]=f=xf(x)dxと 臓 され る.

7)制 約条件 付 き極 値 問題 はLagrange未 定 乗 数法 に よ り解 かれ る。 変数 の ベ ク トル

をxと して,目 的 関数f(x)を 陰 関数形 式 の制 約 条 件8(X)=0の ドで極 大 あ る い は

極 小 に す る解K*を 求 め る。Lagrange関 数A=∫{x)一 λ8(x)を 設 け る。 λはLag-

range未 定乗 数で あ る。極 値 化 の1階 条 件 は変 数Xお よびLagrange未 定 乗 数 λに

関す る偏導 関数が ゼ ロに等 しい こ とであ る。

[繍]一 げ/∂x‐Aag--g(x)/∂=[°1・2階条 件 は,解 の 点x・で,(4x)'(∂9/∂X)e・ を

齪 す る非 ゼ ・のベ ク トルdx≠ ・に対 して2次 形 式(4鵬 釜1伽 力{負齪 符

号 な らば極 大,正 値 定符号 な らば極 小 であ る。 本論 で は制約 条件 を 目的関数 に代 入

す る よ うに加工 す るので,形 式上,解 法 は制約 条件 な しの極 値 問題 と同 じにな る。

関 数y聯 ノ(K)の 極値 化 の1階 条件 は ∂y/∂x=0,2階 条件 はdx$0に 対 して2次 形

式 が(dx)'[∂2y/∂x2](dx)〈0で 負 値 定 符 号 な らば極 大}(dx)'[∂zy/∂x2](dx)

>0で 正値定 符号 な らば極小 であ る。

8)も しx$0に 対 す る2次 形式 の値 が負 で,X'Ax<0な らば,2次 形式x'Axま た は

行列Aを 負 値 定符 号 であ る とい う。 も しv/1>0な らば,正 値 定 符号 で あ る とい

う。 も し行 列Aが 負 値 定符 号 であ るな らば,Aの 主座 小 行 列 式群 は符 号が 交 代 的

で あ る。す なわち,Clii<0,α 紛グα3>0,… であ る。

9)2パ ラメー ター分布 は確 率分布 の形状 を指 定す るパ ラメー ターが確 率 変数xの 平
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均 値 と分散 だけ で指 定 され る分布 で あ る。す な わち,x∈ 」(μ,σ)。

10)分 散 共分散 行列 は確 率 変数ベ ク トルの各要 素 間の分散 と共分散 か ら成 る正 方行列

をい う。

11)極 大期待 生涯効 用関数 は消 費者理 論で い う間接効 用 関数 であ る。

12)ベ ク トルが半 非正 とは,そ のベ ク トルの要素 がすべ て はゼ ロにな らず部 分的 に正

の 要素が あ るベ ク トル をい う。

13)現 物投 資 は 自己資金 で危 険資産 に投 資 す る場 合 を指 す。信用 買 いは,自 己 の証 券

または現 金 を証拠 金ない し担 保 と して投 資資金 を借 り入 れ,自 己資金以 上 に危 険資

産 に投 資す る場 合 を指 す。 空売 りは,証 券 を借 り入れて市場 で売却 した資金 を貸 し

付 けて運用す る。 いずれ も返済 は 一定 期 間内 に証 券取 引 を決済 して行 う。

14>確 率変数 のベ ク トルRfが 属 す る確 率分 布 の形 状 を規 定す るパ ラ メー一ター を期 待

値ベ ク トルμ,と分 散 共分 散行 列 Σ,に限定 す る こ とは,要 素で あ る個 々の確 率 変数

の確 率 分布 が すべ て2パ ラ メー ター分 布 で あ る こ と を仮 定 す る。代 表 的 な2パ ラ

メー ター分 布 は正 規分布 で ある。危 険資 産収 益 率の確率 分布 が2パ ラメー ター分布

であ る とす る仮 定は暫 定的 な物 で あ ってf実 際 に どの ような分布 に属 す る と見 なす

べ きか につい て学 術 的 に十分 な結論 が得 られ てい ない。

15)消 費者 効用理 論で,間 接効 用 関数v(p,y)は 価格 ベ ク トルpに 関 して.非 増加 的

∂v/∂p≦0で あ り,所 得yに 関 して増 加 的 ∂v/∂y>0で あ る。 これ らを合 成す る

とc*=一(∂v/∂p)/(∂v/∂y)≧0を 得 る。 こ れ をRoyの 等 式 と い う。 本 論 の

(34)式 お よび(38)式 が これ に相 当す る。
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