
63

<論 説〉

セ ン ト ・ペ テ ル ス ブ ル グ ・パ ラ ド ッ ク ス

桐 谷 維

0.序 説

ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌ イ が1738年 に発 表 した論 文"SpecimenTheoriaeNovae

deMensuraSortis(ExpositionofaNewTheoryontheMeasurementofRisk)"

で は,セ ン ト ・ペ テ ル ス ブ ル グ問 題 と呼 ば れ るゲ ー ム を紹 介 し,そ れ の解 法 を

提 案 して い る。 この セ ン ト ・ペ テ ル ス ブ ル グ問 題 の特 徴 は,何 故,人 々 が 賭 に

打 ち興 じ る の か と い う問 題 に 対 す る合 理 的 な説 明 付 け と して 「ゲ ー ム の利 得 の

数 学 的 期 待 値 が ゲ ー ム の 参 加 料 と して の 賭 け 金 よ り も大 で あ る な ら ば,こ の

ゲ ー ム に参 加 す べ し」 とす る 当 時 流 布 して い た 命 題 を 否 定 す るパ ラ ドッ ク ス と

して 提 出 さ れ た こ とで あ る。 セ ン ト ・ペ テ ル ス ブ ル グ問 題 の解 決 は,以 後,不

確 実 性 下 の 経 済 学 の 展 開 に お い て 重 要 な 論 題 と さ れ た の で あ る が・ ダ ニ エ ル ●

ベ ル ヌ イ は,現 代 で は期 待 効 用 と呼 ば れ る モ ラ ル期 待 と い う斬 新 な概 念 を 提 唱

して,一 応 の 解 決 策 を 提 出 した 。 しか し,こ の ア イ デ ィ ア は,そ の 後,ア ル フ

レ ッ ド ・マ ー シ ャル に よ り彼 の 主 著Pγ 伽C∫1)lesofEconomics(r経 済学 原理』)に

お い て,当 時 の 貨 幣 の 限 界 効 用 逓 減 に 関 す る信 念 か ら して ひ と まず 棄 却 さ れ た

が,1947年,ジ ョー ン ・フ ォ ン ・ノ イ マ ン=オ ス カ ー ・モ ル ゲ ン シ ュ テ ル ン共

著 の 画 期 的 な 大 著TheoryofGamesandEconomic、Sehavzor(『 ゲー ムの理 論 と経

済 行動 』,第2版)に お い て 期 待 効 用 仮 説 と して よ り堅 固 な 復 活 を 果 た す の で あ

る。 そ して 以 後,期 待 効 用 仮 説(expectedutilityhypothesis)は,資 産 選 択 論 を

は じめy多 くの現 代 金 融 理 論 の 指 導 的 理 念 と して 定 着 し,著 しい理 論 的 展 開 を
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促 した の で あ る。

本 論文 で は,「 セ ン ト ・ペ テ ル ス ブル グ ・パ ラ ドックス」 と呼 ばれ る ダニ エ

ル ・ベ ル ヌイ の所 説 と,そ れ に関連 す る議 論 を解 説 的 に紹 介 し,同 時 に,若 干

の批 判 的 検討 を付 け加 え るこ とにす る。

Lセ ン ト ・ペ テ ル ス ブ ル グ 問 題

　　

ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌ イ(DanielBernoulli ,1700-1782)の 従 兄 でBasel大 学 法 学 教

授 ニ コ ラ ス ・ベ ル ヌ(2)(Nic・lasBern・ulli,1687-1759)1ま ,X713年9月9日,数 学

者 ピ エ ー ル ・ レ モ ン ・ ド ウ ・モ ン モ ー ル(PierreRim・ndeM。nm。rt
,1678-1719)

に5っ の問題 を提示 し,そ の縦 を勅 贈.こ れ ら5っ の問題 の最後 の ものは,

特 に 「セ ン ト ・ペ テ ル ス ブ ル グ問 題 」 と呼 ば れ,以 下 で述 べ る セ ン ト ・ペ テ ル

ス ブ ル グ ・ゲ ー ム と呼 ば れ る仮 想 的 な ギ ャ ンブ ル を 提 出 して い た 〔3
,§17,P.

31]。 ニ コ ラ ス ・ベ ル ヌ イ は,ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌ イへ の書 簡 に お い て も セ ン ト ・

ペ テ ル ス ブ ル グ問 題 の 解 法 に つ い て 意 見 を 求 め
,1738年,ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌ イ

[3]は こ の 問 題 の 解 法 を 公 表 した が,こ れ はsギ ャ ン ブル 行 動 の経 済 学 的
,数

学的定式化の最初であり現 代の鵬 効用磯 の母体となる腰 堵 想を含ん

で い た ので あ る。

〔セ ン ト ・ペ テ ル ス ブル グ ・ゲ ー ム〕

ピー ター は硬 貨 を投 げ,「 表」が出 る まで 投 げ続 け る とす る
。 ピー ター は1回

目の投 げで 「表 」 が出 た ら1デ ュカ,2回 目の投 げ で 「表 」が 出 た ら2デ ュ カ
,

3回 目の投 げで 「表 」が 出 た ら4デ ュ カ,4回 目で 出 た ら8デ ュカ を ポ ール に与

え る こ とに同 意 し,以 下 同様,追 加 的 に投 げ るた び に,支 払 うべ きデ ュカが倍

増 され る。 わ れ わ れ は ポー ル の期 待値 を決定 した い もの と想定 せ よ。

一体
,人 は このゲー ムに参加 す るのに,幾 らの賭 け金 な らば喜んで支払 お う

とす るであろ うか。数学者がギ ャンブルにおける危険の測度 を研 究 し初 めて以
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来,学 界 に流布 していた危険 の測度 の数学 的算定 に関す る標準 的見解 は,「ゲー

ムの利得の数学欄 寵 がゲ払 の参力・料 としての賭 け金 よりも大 であるな ら

ば,こ の ゲ ー ムに参加 すべ し」 とい う もの で あ った。 例 え ば,サ イ コ ロを投 げ

て 出 た 目の数 だ け利 得(デ ュカ)が 得 られ る とい うゲ ー ムを考 え る と き,利 得 の

数 学 的 期待 値3.5デ ュカ よ り も参 加 料(賭 け金)が 低 けれ ば参加 す べ きで あ り,

高 けれ ば参 加 す べ きで はな い とす るの で あ る。

しか しなが ら7こ のセ ン ト ・ペ テ ル ス ブル グ ・ゲ ー ムの期待 利 得(expected

gain)は,実 は無 限大 で あ る.硬 貨 の表 が 出 る確 率 と裏 が 出 る確 率 は等 しく2

で あ り,和 は1で あ る。 硬 貨 の1回 目の投 げで表 が出 れ ば,そ こで ゲ ー ム は終

わ る.硬 貨 の最初 の投 げで表が 出る僻1ま ÷ であ り・この場合 ポールは2.-

1デ ユカを受 け取 るか ら潮 待値 への確率寄与 は2・(12)一 音 デユカで ある・2

回 目の投 げで初 めて表 が出 る確 率 は(募 一 去 で あ り・ この胎 ポール は2

デユカを受 け取 るか ら,こ の鵬 値への解 寄 与 は21(14)一 春 デユカである・

3回 目の投 げで初あて表が出 る榊 は(1312/Oで あ り・この胎 ポール は22

-4デ ユカを受 け取 るか ら潮 待値への確率寄与 は2・(1)一 ÷ デユカである・

一般 に,硬 貨の 咽 目の投 げで初 めて表の出 る確率 はω 一 訴 あ り・その

場合 の利得 は7-1で あ るか ら,7-1(÷ フー 去 デユカだけ鵬 値 に寄与す る・

硬 貨 の何 回 目 の投 げ で初 め て表 が 出 るか と い う事 象1ま互 い に排6)だ か らn

=1 ,2,3,… の よ うに無 限 回 に わ た る この ゲ ー ムの利 得 の数 学 的 期待 値 は,各 回

の寄 与 の総 和 で 表 され,実 は無 限 大 にな って しま う。

2・(2)+21(音 プ+22(去 フ+…+…2n‐1(1/"2/+…

2222

ゲ ー ムの利 得 の数 学 的 期待 値 が無 限 大 にな るので あれ ば,こ の ゲ ー ム に参 加
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す る賭 け金 は有 限 で さえ あれ ば,い くら巨額 で あ って も構 わ な い ことに な る
。

この よ うに,ゲ ー ムの利得 の数 学 的 期待 値 が無 限大 に な ると い う当時 の学 術 的

結 論 は,常 識 的 な理性 を持 っ 人 々が この ゲ ー ムに対 して通 俗 的 に行 う評 価 とは

相 容 れ な い と考 え られ た。上 述 の数 学 的認 識 に よ る算定 法 は ポ ール の予想 を無

限 大 と評 価 す るが,実 際 的 評価 は無 限大 で はな く,仮 に有 限 で あ って も適 当 に

高 い価 格 で あ るな らば,こ の ゲ ー ム に参 加 す る権 利 を誰 も喜 ん で は買 わ な い で

あ ろ う。 この よ うな見 地 で ニ コ ラス ・ベ ル ヌ イ は,ダ ニ エル ・ベ ル ヌイ宛 て に

意 見 を求 め た書 簡 の中 で,「 か な り合理 的 な人 で あ るな らば,20デ ュカ位 で も

大 い に 喜 ん で 彼 の機 会 を他 人 に売 るだ ろ う こ とが認 め られ る」 と述 べ て い る

[3,§17,p.31〕。

一般 に・ 硬貨 のnU目 の投 げで初めて表力咄 る確率 は(誹 あ り,硬 貨の1

回 目か らn回 目の投 げまでに表が出 る確率 は,硬 貨が1回 目で表が出 る事象
,

2回 目で初 めて表 が出 る事象3回 目で初 めて表 が出 る事象等 々が排反事象で

あ ることを考慮 して,こ れ らの和 を取 り,

(12)+騨+…+(青 ヲー音《IL1一 歩(2)
12

と表 され る。 これ に応 じて,硬 貨 の1回 目か らπ回 目の投 げ までにわた る利得

の数学的期待値 は

2・(2)+2・(2+22(音 プ+… 頭 音拷(3}

と書 か れ る。

こ こで・例 示 的 な数 値 を用 いて上 述 の内容 を実 感 的 に検 討 して み よ う
。も し,

最 初 の1回 目の硬 貨 投 げで 表 が 出 て しま うな らば,ポ ール は1デ ュ カ しか も ら

斌 その確率 は 音 で ある.仮 にたった5回 目の投 げで初めて表 が出たとすれ

ば,n;5に 対 して ポ ール が手 に入 れ る利 得 は24芝16デ ュカ にす ぎず
,そ の確

率 は 歩 一 士 一・.・31で あ つ て,す で1こ ゼ ・ に近 い.ま た ,硬 貨 の1朋 かaL,

5回 目の投 げを通 じて 表 が 出 て しま う確 率 は0 .969に の ぼ り,極 め て1に 近 い
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ことが判る。

(2/+¥2/z+¥2/3+¥2/4+(2/s一 斗1-(4)

2

しか も,1回 目か ら5回 目の投 げ まで に表 が 出 て しま う場合 の利得 の数 学 的期

待 値 は無 限大 ど ころか,た った2.5デ ュカで しか な い。

2・ω+21(1¥Z2/+ZZ¥2/3+2・(1¥42i+2・(窮

一 音+1+1+1+1
2222一 号 一2・5(5)

この よ うに,硬 貨 の1回 目か ら5回 目の 投 げ ま で に表 が 出 て しま う確 率 は

0.969で,す で に1に 近 く,期 待 利 得 が2.5デ ュカで しか な い とい う現 実 感覚

と,期 待利 得 が無 限大 で あ る とい う理 論 的 期待 値 との 間 に は大 きな認 識 的乖 離

が あ る。 この認 識 的乖 離 はセ ン ト ・ペ テル ス ブル グ ・パ ラ ドック ス と呼 ば れ,

このパ ラ ドッ クスの合 理 的 な説 明付 けが,ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌイ以 来,数 世 紀 に

もわ た って要 請 され た ので あ る。

2.モ ラル 期 待

上 述 の セ ン ト ・ペ テ ル ス ブ ル グ ・パ ラ ドック スの解 決 を 意 図 して,ダ ニ エ

ル ・ベ ル ヌイ は実 に18世 紀初 頭 に,現 在 の期 待 効 用 の概 念 に相 当す る 「モ ラル

期 待(emolumentummedium)」 あ る い は 「平 均効 用(meanutility)」 と呼 ばれ る

新 しい概 念 を創 案 し,現 代 の効 用 理論 と して も通 用 す る見解 を次 の よ うに提 出

した。

「あ る品 目の価 値 の決 定 は,そ の価格 や利得 に基 づ くべ きで はな く,む しろそ

れ が もた らす効 用 に基づ くべ きで あ る。 そ の品 目の価格 は品物 自身 に従 属 し,

誰 にで も共 通 で あ る。 しか しなが ら,そ の効 用 は推 定 値 を設 け る人 の特 定 の環

境 に依存 す る。従 って,疑 い もな く貧 者 と富 者 の双 方 が 同 じ1000デ ュカの金額
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を得 て も・ この利 得 は富 者 よ り も貧 者 に と って,よ り有 意 味(significant)な の

で あ る」[3,§3,p.24]。

次 いで,ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌ イ は,当 時 は新 奇 で あ った期待 効 用 仮 説 を基 本 的

原 則 と して用 い たが,そ の経 緯 を次 の よ うに説 明 して い る。

「も し各 々の可 能 な利 潤 期待 の効 用 に,そ れが起 こ り得 る方法 の個 数 を掛 け
,

次 いで,こ れ らの積 の和 を,可 能 な場 合 の総 数 で割 る な らば,平 均 効 用(モ ラル

期待)が 得 られ るで あ ろ う。そ して,こ の効 用 に対 応 す る利 潤 は,問 題 と され る

危 険 の価 値 に等 しいで あ ろ う」[3,§4,p.24]。

「従 って,ど の よ うな利得 の効 用 が個 人 に生 じるか,ま た は逆 に,所 与 の効用

を もた らす の に,ど れ だ け の利潤 が必要 とされ るか と い う考察 が そ の効 用 に加

え られ る ことな く して は,危 険 の価 値 の どの よ うな 正 しい測定 も獲 得 で きな い

ことが明 か に な る・ しか しな が ら,あ る品 目 の効 用 は環 境 と と もに変 化 す るで

あ ろ うか ら,ど の よ うに厳 密 な一般 化 を行 って も,余 り尤 も ら しい とは思 わ れ

な い」[3,§5,p.24]。

ダ ニエ ルsベ ル ヌイ は,こ の よ うに述 べ た後 ,一 っ の事例 と して,次 の よ う

な定 式 化 を主張 して い る。

「富 の何 らか の増 加 が,い か に些 少 で あ ろ う と,常 に効 用 の増 加 に帰 着 し,す

で に所有 され て い る財 の量 に反比 例 す るで あ ろ う こ とは高 度 に尤 も ら しい」[3 ,

§5,p.25]。 これ は以 下 で紹 介 す る よ うに,対 数 効 用 関数 を提 案 す る こ とに な る
。

こ こで ベ ル ヌイ の い う 「財 の量 」 とは,生 活 に便 宜 を加 え るすべ ての物 を別 義

と して含 蓄 し,ど の よ うな種 類 の欲 望 で あれ,そ の 十分 な満 足 に貢献 で き る何

らか の物 を指 して い るが,こ れ を賦 存 的財 の7)値,す なわ ち溜 拷 えれ ば よ

い。上 の 引用 で・「富 の何 らか の増加 が,い か に些 少 で あ ろ う と,常 に効 用 の増

加 に帰 着 し」 とい う表 現 は,富wの 微 小 増 分dwに 関 す る効 用uの 微 小 増 分

duの 比du/4ω>0を 意 味 し,こ れ が 「既 所 有 財 の量wに 反 比 例 す る」 とは
,数

式 で 表現 す る と,bを 正 の定 数 と して,

du=bdw
w(6}

と書 か れ るで あ ろ う。 この(6)式 を積 分 す る。
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dw(6')d
u=b

w

よ っ て,

(7)u=binw+c

を 得 る。 こ こで,ベ ル ヌ イ はwが 初 期 富 α に等 し くw=aで あ る と き,u=0と

な る よ う に設 定 す る か ら,0=わlnα+cよ り,c-一 一binaと な り・ このcを 再 び

(7)式 に代 入 して,最 終 的 に,次 の ⑧ 式 の よ う な ベ ル ヌ イ 型 効 用 関 数 が 得 られ る。

u=binw‐bina=binw(8)
a

3.ベ ルヌイの事例的解説

(8)式 の ベ ル ヌ イ 型 効 用 関 数 は対 数 形 で あ り[3,pp.27,28],図1に 示 す よ うに,

図1ベ ルヌイの図 解

Q

N

A

4
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効用 関数 は富(ω)の 対 数 関数 で あ って,初 期富 α;ABの 座 標 で縦 軸 上 の1raa

が対 応 す る グ ラフで表 され る。 こ こで,ダ ニ エル ・ベル ヌイの図 解 £a§7
,p.26]

を原 典 に沿 って紹 介 す る と,次 の よ うで あ る。

「線 分ABは 財 の初期 保 有 量(α)を 表 す とす る。曲線BGLSの 縦 座 標CG
,

DH,EL,FM等 は,富 の利得 を示 す横 座 標BC ,BD,BE,BF等 に対

応 す る効 用uを 表 す 。さ らに,m,n,p,4等 を富 の利 得BC ,BD,BE,B

F等 が起 こ り得 る場 合 の個数 を表 す とす れ ば,関 連 す る危 険 な提 案 の モ ラル期

待 は次 式 の よ うに与 え られ る。

P・』 些 響 雛 頴M+'"」(9)

こ こでr初 期富 αか らの利 得(gain)をRと し,新 しい富 ω を初 期富 α と利

得Rの 和 と定 義 す る

w=a+R(10}

上 述 の ダニ エ ル ・ベ ル ヌ イの解 説 で は,セ ン ト ・ペ テル ス ブル グ問 題 にお い

て 初 期 富 α の利 得xを 離 散 的 な値 を取 る確 率 変 数 と して い る こ と は大 きな特

徴 で あ る。

ダニ エ ル ・ベ ル ヌイに従 え ば,図1で,ABは 初 期富 を表 し,APは 新 しい

富 の期 待 値 を表 す か ら,横 軸 上 でAP-AB=BPは ,セ ン ト.ペ テ ル ス ブル

グ問題 の適 切 に期 待 され る利 得,つ ま り危 険 な提 案 の(等 価)価 値(th,valu,of

theriskyproposition)(後 掲のD)を 表 す こ とに な る。解 説 的 に再述 す る と,セ ン

ト ・ペ テル ス ブル グ問 題 の期 待 富 は無限 大 で あ るが,期 待 効 用 は有 限 で あ り,

この有 限 な期 待効 用 に等 しい効用 がPOな の で あ る
。線分BP(=AP-AB)

は,期 待 効用 に等 しい効 用 を もた らす よ うな利 得 で あ り,こ の問題 の危 険 な 提

案 の 等価 価 値(D)と 呼 ば れ る。 さ らに,ベ ル ヌ イ は,も しこの危 険 な提 案 に喜

ん で 参 加 す る賭 け金(参 加料)が どれ位 の大 き さで あ るか を知 りた いの で あ れ

ば,対 数 曲線 を点Bの 反 対 方 向 に延 ば して,横 座 標Bpが 損 失 を表 し,縦 座 標

poが 対 応 す る効 用 の 減少 を表 す よ うにす れ ば よ い とす る。 利 得 の期 待 効 用 増

加分 を損 失(賭 け金)の 効用 減 少分 に等 しく置 くとす る着 想 は,ダ ニ エル ・ベ ル

ヌイ の理 念 の 重要 な特 徴 に他 な らな い。
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「公 正 な ゲ ー ム にお い て,損 失 に よ り被 る不効 用 は,利 得 の獲得 に よ り導 出 さ

れ る効 用 に等 し くな けれ ば な らな いか ら,An-=ANま た はpo=POと 仮定 し

な けれ ばな らな い。 す る と,Bpは,自 己の金銭 的状 況 を考 え る人 々が そ れ以

上 は敢 え て賭 け るべ きで な い とす る賭 け金 を指 示 す るで あ ろ う」[3,§7,p.27]。

[ベ ル ヌイの系1]

「これ まで科 学 者 たち が通 常,頼 って きた仮 説 は,す べ て の利 得 が もっぱ ら利

得 自身,す な わ ち利得 の本 質 的特 性 に基 づ い て評 価 され ね ば な らず,ま た,こ

れ ら利得 が その利 得 に直比 例 す る効 用 を常 に もた らす で あ ろ う とい う仮 定 に基

づ いて い た。 この仮 説 に基 づ くと,曲 線BSは 直 線 にな る。 さて・ も し再 び・

(9)式が あ り,ま た も し両 辺 に,そ れ ぞ れ の因数 を導 入 す るな らば,次 式 にな る。

祝BC十i1十/i十(1BF十'ニ ー(11)BP二
m+n+ρ+σ+…

これ は,通 常,容 認 され て い る原則 と一 致 す る」[3,§8,p.27]。

⑨式 は,通 常 の認識 にお ける期待効用 の定義 であ り,POが 効用(縦 座標)の

腫 平均 に等 しい ことを告 げて いる・他加11)式 は沽 典 的な螺 法}こおける

期 待 利 得 の定 義 に他 な らず,BPは 利 得(横 座標)の 加 重 平 均 で あ る。 も し効 用

関数BSが 曲線 で は な く直線 で あ るな らば,期 待 効 用(9>に つ いて の議 論 は・ 期

待 利 得f11)につ いて の議 論 と本 質 的 に同義 に な り・ 当時 の確 率信 念 に矛盾 しない

ことに な る0

「わ れ わ れ の仮 説 に基 づ いて,わ れ わ れ は無 限小 の利 得 を考 えな けれ ば な ら

な い か ら,利 得BCとBDを ほぼ等 しい と捉 え,そ れ ゆ え,そ れ らの差CDは

無 限小 に な るで あ ろ う。 も しBRに 平 行 してGrを 引 くな らば・rHは ・ そ の財

産 がACで あ り,小 な る利得CDを 獲 得 す る人 の効 用 の無 限小 増分 を表 す。 し

か しなが ら,こ の効用(の 増分rH)は,他 の事 情 を0定 と して,そ れ が比 例 す る

微小 利 得CDの み な らず,そ れが 反比 例 す る従 前 に所有 されて い る富ACに も

関 係 す る はず で あ る」[3,§10,p.27]。

ベ ル ヌイの この内容 は,す で に{6)式で表 現 され て い るが,具 体 的 に は,初 期
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i・im+n+ρ+
4+_⑬

こ こで,上 式 を整理 す る と,期 待 富APが 次 の よ うに得 られ る。

AP=(ACmADn・AEp・AFq・ …)1/m+n+p+q+…(⑳

この式 は,さ ま ざ ま な場 合 の危 険 な提 案 の 価 値 を 測 る本 質 的 な 意 味 合 い を 持

ち・ ダニ エ ル ・ベ ル ヌイ に よ り次 の よ うな原 理 と して述 べ られ て い る
。

「何 らか の利 得 が 従 前 か らの所 有 財産 に加 算 され ね ば な らな い
。す る と,こ の

和 は,利 得 が得 られ るで あ ろ う可能 な場 合 の個 数 に よ り与 え られ る幕 数 だ け累

乗 され る。 次 に,こ れ らの項 は互 い に掛 け合 わ され る。 次 いで,こ の積 に っ い

て・ す べ て可 能 な場 合 の個 数 に よ り与 え られ る累 乗 で根 を開 かね ばな らな い
。

そ して最 後 に・ 初 期所 有 の価 値 が そ れか ら控 除 され ね ば な らな い
。 す ると,残

余 は問題 の危 険 な提 案 の価 値 を指 示 す る」[3,§12 ,p.28]。

約 言 す れ ば,期 待 富APか らAB(ニ α)を 引 いた残 余 のBPは 期 待利 得
,す

なわ ちa利 得Rの 期待 値E[R]に 他 な らず,ベ ル ヌイ の言 葉 で い う 「問題 の危

険 な提 案 の価 値 」 を表 す こ とに な る。 問題 の危 険 な提 案 の等価 価 値 は予 想 利 得

(prospectivegain)な い し期待 利 得(expectedgain)で あ り,数 学 者 カ ール ・メ

ンガ ー(KarlMenger ,1902-)1ま,こ れ をDと 表 す が,以 下 で,こ の0を 数 式 的

富 の位 置AB=α に利 得Rを 加 え て得 られ る所 有 富 をAC=w=a+R
,効 用

の微 小 増分 をrH-du ,富 の微 小 増 分 をCD=dw,か っ δ>oを 正 の定 数 と置

くな らば・ この積 分 は(6')式 の積 分 と同 じ もの に な る
。 それ ゆ え,最 終 的 に

対 数 形 式 は⑧ 式 と同 じにな る。 そ こで⑧ 式 にα⑪式w=・ α+Rを 代 入 す る と次 式

の よ うに書 か れ る。

α十R
u=bin一

α 働

これ は,利 得Rを 変 数 とす る対 数 型 の効 用 関 数 で あ る
。

と ころでy対 数効 用 関 数 ⑬式 を想 定 す れ ば,PO=bln(AP/AB)で あ り,

ま た,(9)式 で縦 座 標 はCG;わln(AC/AB) ,DH=81n(AD/AB),等 々だ か

らt⑨ 式 は次 の よ うに書 き直せ る。

b・lnAP.≦ 栩δ・ln会 §+nb・lnADAB+ρ ∂・lnAEAB+Qb,lnAFAB+・ う
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に 導 出 し,そ の 内 容 を 確 か め て み よ う[3,§18・P・34,fn.10]。

4.予 想 利 得

い ま,(⑳ 式 でN=m+n+p+q+… と置 き,Nを 無 限大 に及 ぶ場 合 の個数 と

考 え る。 ダニ エ ル ・ベ ル ヌイの解 説 を紹 介 す る と次 の よ うで あ る。

「こ こで 考 え られ る場 合 の個数 は無 限 大 で あ る。す なわ ち,こ れ ら場 合 の2分

の1に お いて ゲ ー ム は最 初 の投 げで終 るで あ ろ う し,場 合 の4分 の1に お い て

ゲ ー ム は2回 目の投 げで完 了 す るで あ ろ う し,8分 の1に お いて3回 目の投 げ

で,16分 の1に お いて｠Eの 投 げで終 る等 々 で あ竃.も し無 限 大 に及 ぶ場 合

の個数 をNで 表 す な らば,ポ ー ルが1デ ュカを得 る場 合 の個 数 は1W2で あ り,

2デ ュカを得 る場 合 の個数 は1V/4で あ り,4デ ュ カを得 る場 合 の個 数 はN/8,8

デ ュカを得 る場 合 の個 数 は1V/16等 々,無 限 に続 くの で あ る」[3,§18,p.32〕 。

この論述 を具体 的 に示 す と次 の よ うにな る。 この ゲ ー ムが硬 貨 の最 初 の投 げ

で終 わ る と き湯 合 の2ポ ー ルがそ尋る利得 は2.-1デ ユカで あ

る.nに,ゲ ー ムが2回 目の投 げで終 わ る とき,場 合 の個 数 は η一 与 ・利 得

は21-2デ ユカで あ る.3朋 の投 げで終 わ る と き,場 合 の個数 は ρ一 砦 ・利

N

得 は22=4デ ュ カ で あ る。4回 目 の投 げ で 終 わ る と き,場 合 の 個 数 は ザ ・16,

利 得 は23=8デ ュ カ,等 々 で あ る。 そ れ ゆ え,APを 含 むX13)式 で,初 期 富 をA

B一 α と置 き,AC=a+20,AD=α+21,AE一 α+22,AF=α+23,… を 代

入 し,AB二 α を 引 け ば,ボ ー一ル の危 険 な 提 案 の 等 価 価 値Dを 秤 量 す る こ とが

で き る。

1)・=BP=AP-AB

N(α+1ゾ/・ ・(α+2ア/4・(α+4ゾ/8・(α+8)N/16・ …m

一厨 「・・厩 「・8再 ・'6画 ・… 一α (15)
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ポ ール の危 険 な提 案 の等 価 価 値Dを 秤量 す る この式 にっ いて
,ダ ニ エル.ベ

ル ヌイ は次 の よ うに解 説 して い る。

「ポ ー ルの予 想 利 得 を秤 量 す る この公式 か ら,こ の値(D)は ポー ル の財 産

(α)の 大 きさ と と もに変 化 し,ポ ール の財産 が無 限 大 に な らな けれ ば決 して無

限 大 にな らな い こ とが判 る。 加 え るに,次 の系 が 得 られ る。 も しポ ールが何 も

所有 しな いな らば・ ㈲式 で α=0を 代 入 して,彼 の危 険 な提 案 の等 価 価 値Dは

2ザ「 ・4yL ・8菖 ・'6蒋 ・… ⑯

に な るで あ ろ う。 以 下 の⑰,⑬ 式 で示 す よ うに,こ の値 は厳 密 に2に な る。 も

し彼 が10デ ュ カを所 有 して い た な らば,彼 の期 待 は ほぼ3デ ュカ の価 値 に な

るで あ ろ う。 も し彼 の富 が100デ ュカで あ るな らば
,ほ ぼ4デ ュカ,も し彼 が

1000デ ュカ を所 有 して いた な らば,6デ ュカの価 値 に な るで あ ろ う。 この こ と

か ら,ポ ー ル の機 会 を20デ ュカで買 い取 る こ とが 理 に適 うた め に は
,人 は どれ

ほ ど巨額 の財産 を所 有 しな けれ ば な らな い か
,容 易 に判 るの で あ る」[3,§19,p.

32]。

しか しなが ら,上 述 の ダニ エル ・ベル ヌイ の数 値 に関 す る主 張 は必 ず し も明

確 で はな い。 こ こで は・ポー ルの財 産 が全然 な く,初 期 富 が ゼ ロで α=0と い う

単 純 な場 合 に ポ ー ル の危 険 な提 案 の等 価 価 値 の評 価Dが 厳 密 に2デ ュカ で あ

る こ とだ けが 確認 で き る。

まず,(15)式 で α二〇と置 けば,㈹ 式 を得 る。

D=Zl'-・4⑫ ・8再 ・正再 ・ …

上式両辺の対数を取る。

1渉(02+22+董+…+㌻1+…)ln2(1の

ここで(m式 の括弧 内(・)をTと 置 けば

T‐1T‐adz22+歩+…+1
2N+… 一 麦(1&

とな るか ら・Tこ1で あ る と判 る。よ って,1nD=ln2か らD;2が 求 め られ る。

す なわ ち,初 期 富 が ゼ ロでr1の 場 合,セ ン ト ・ペ テ ル スブル グ問題 の危 険

な提 案 の等価 価 値 は,た った2デ ュカ に過 ぎな い と評 価 で き るの で あ る
。 しか
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ロの

しなが ら,こ こで 注意 す べ き は,対 数 関数 にお いて分 母 の α=0は 不 能 だ か ら,

実 際 に,初 期 富 ゼ ロの場 合 は非 現 実 的 なので あ る。

5.期 待 効 用

カ ー ル.メ ンガ ー≦程,無 限大 に及 ぶ場 合 の数Nに っ い て,無 限大 の半分 とか

紛 の1と か い う灘 は不 可能 で あ り,ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌイの灘 にお け る場

合 の個 数Nは 無 意 味 で あ る と い う当 然 の批判 を行 ったが,危 険 な提 案 の評 価

に関 す るベ ル ヌイ仮説 に基 づ きな が ら,カ ール ・メ ンガ ーの示 唆 に沿 った古 典

的 な ポ ール の期待 を敷 術 す る と以下 の よ うにな る[3,p.32,fn.10]。

⑫ 式 の効 用 関 数 にお いて,利 得Rは2°21,22,23,…,2n-1,… デ ュ カの

よ うに発生す る一方で,対 応す る確率 は 参 歩 歩 歩 …12nで あ る・よつ

て,ポ ールの期待効用の纐 はblna2+ぞ 一1と表 され るか ら・その期待効

用 の具体 的な形式 は次 のよ うに書 かれ る。

E[u]blna+2°2a+blna+22a'+参lnα 去22+…

bα 十2η 　1 ...

十ln2na

-bin{(a-+-2・)1/・(α+2')1/22(α+22)'/23…(α+Zn')'/2n…}

(1窃‐bina

こ こ で ポ ー ル の 初 期 財 産 に,ど れ だ け の 金 額Dを 加 算 す る と,効 用 関 数 の 値

が 上 の 期 待 効 用 と 同 じ値 に な る か を,カ ー ル ・メ ン ガ ー の 所 説 を 借 りて 検 討 し

て み よ う[3,§18,p.32,fn.10]。 この 金 額Dは 先 に 「危 険 な 提 案 の 等 価 価 値 」 と呼

ば れ た もの で あ り,こ れ を 対 数 効 用 関 数 に代 入 した もの を 左 辺 とす る。 ま た,

右 辺 に は(19式 の 右 辺 を 置 き,こ れ らを等 し く置 く。

　　りbi
n

α

_わln{(α+2・)1/・(α+21)1/22(α+2・)1/23…(α+2"}')'/2n…}

⑳‐bina
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こ れ よ り,問 題 の 危 険 の 等 価 価 値Dを 導 出 す る
。

D=(α+20)1/2(α+2')1/2Z(α+22)'/23…(α+2旧)1/・n… 一α ⑳

す な わ ち,こ れ は,ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌ イ が 説 明 抜 き で 提 出 した 表 現 ㈲ 式 の 論 証

に 他 な らな い こ と が 判 る。 す な わ ち
,期 待 効 用 と等 しい効 用 を も た らす利 得 の

大 きさがDと 表 されて いるので認 。

ダニ ェル ・ベ ル ヌ イの根幹 的 な主 張 は,公 正 な ゲ ー ム に参 加 す る主体 が 支払

う参加 料(賭 け金)を 埋 め合 わせ る に は,一 体 どれ だ けの大 き さの有利 さが必 要

で あ るか を測 るの に際 して,そ れ まで通 念 で あ った 「期待 利 得 が 参加 料 を超 え

れ ば よ い」とい う考 え方 を訂 正 し,「利 得 の期待 効 用 が 賭 け金 の支 出 に伴 う効 用

の減少 を上 回 るべ きで あ る」 とす る原 則 の提 案 で あ った。 す な わ ち,ベ ル 女イ

は,図1で,等 価 期 待 利得BP(-D)の 効 用OPと 参 加料Bp(以 後
,zと 定める)

に対 応 す る不 効用(効 用の減少分)opと を比 較 して
,OP≦OPな らば,こ の ゲ_

ム に参 加 す べ き とす る新 しい基準 を提案 した ので あ る
。

zを 参 加料(Bp)と す れ ば,ベ ル ヌイの賭 けへ の参 加 条件op≦OPは
,具 体

的 に は次 式 の よ うに書 か れ る。

‐bina--z

a≦blna+Da⑳

これ よ り,参 加料 は

aD
z≦ 一一一一 一一 ⑳

a+D

であ り,提 案 の等価価値Dと 参加料2の 差額 は非負 と判 る
。す なわち,

D-z≧D一 路 「一詳1δ ≧o⑳

よ って・z≦D・ す なわ ち・参 加 料2は 常 にDよ り も小 さいか等 しい こ とが導 か

れ る。

6・ ガ ブ リエ ル ・ク ラ メ ー ル の 見 解

と こ ろ で,数 学 者 ガ ブ リエ ル ・ク ラ メ ー ル(GabrielCramer
,1704-52)が ニ コ ラ

ス ・ベ ル ヌ イ に 当 て た1728年 の 書 簡 で は
,彼 が ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌ イ以 前 に 有

界 な効 用 関 数 に よ るパ ラ ドッ ク ス 解 法 の 同 じ着 想 を 独 立 に 持 って い た こ とが 明
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か に されて い る。 この書 簡 で ク ラ メー ル は,先 の セ ン ト ・ペテ ル ス ブル グ問題

で,ポ ー ル の期 待値 が無 限 大 に な る に して も,合 理 的 な 人 間 な らば誰 も この

ゲ ー ム に参 加 す る権 利 を買 うの に20デ ュ カ も払 わ な いで あ ろ う と述 べ て い る。

(ここでい うゲームに参加す る権利を買い取 る価格 とは,ゲ ームの参加料ない し賭 け金z

に他な らないであろう。)

ま た,さ らに ガ ブ リエル ・ク ラメ ール の同書 簡 に述 べ られて い るパ ラ ドック

ス解 法 の重 要 な部分 を解 説 を混 ぜ て敷 術 す る と以下 の よ うで あ る。

数 学 的 な計 算 と通 俗 的 な評 価 の間 の乖 離 を ど う説 明 す るか に つ いて,ク ラ

メー ル は,数 学 者 た ちが理 論 上,貨 幣 を その量 に比 例 して評 価 す るの に対 して,

実 際 に,常 識 的 な人 々 は貨 幣 を,そ こか ら得 る効 用 に比 例 して 評価 す ると い う

事実 に由来 す る と信 じて い る。

「多 分,百 回 目 あ るい は千 回 目の硬 貨 の投 げの よ うに,か な り遅 くまで硬 貨 の

表 が 出 な いな らば,私 が勝 ち取 る ことの で きる莫大 な金額 に よ って数学 的期 待

値 は無 限大 に な る。 さて,実 際 の と ころ,も し私 が 賢 明 な人間 と して合理 的 に

考 え るな らば,こ の(無 限大 の)金 額 は私 に と って千 万 や2千 万 デ ュ カ程 度 の金

額 以 上 に は価 値 が な く,よ り多 くの快 楽 を もた らす わ けで もな く,こ のゲ ー ム

を受 け入 れ るよ うに影 響 す るわ けで もな い。 それ 故 千 万 デ ュカ以 上 の金 額

(単・純化のため)例 えば224=・16,777,216デ ュカ以上 の どの よ うな金額 も,彼 によ

る価値 の認識 にお い て224デ ュ カに等 しい と見 な され る とす る。 あ るい は,よ

りま しな言 い方 で あ ろ うが,硬 貨 の表 が 出 る まで如 何 に長 くか か ろ う と も,そ

の金 額224デ ュカ以 上 に は決 して勝 ち取 れ な い と想 定 しよ う。」[2,pp.33,34]

ここで の意 味 は,24回 目の投 げ ま で効 用 は利 得 とと もに増大 す るが,25回 目

の投 げか ら先 で利 得 は増 加 して も効 用 は一 定(224)に 留 ま る と想 定 す る こ とで

あ り,図2の よ うに,効 用関 数 は,n-1,…,24に 対 して利 得 の額 に等 し くu

=2n-1 ,n=25,26,… に対 して一 定 額 π一224に 等 しい とす る。

π一{::
4-1(n=25

,26,…)

他方,利 得 が発生す る確率 は24回 目までの投 げ と同 じく25回 目か ら先で も
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図2ク ラメ ールの設例

224

0

0159)

組 織 的 に下 が って行 くか ら,こ の場 合 の モ ラル期待(期 待効用)は 次 の よ うに書

か れ る。

音 ・1+14・2+18・4+…+1225・Zz4+22s・224+歩 ・224+…

一 春+

Z+2+(24回)…+2+1+8+…-12+1-13

す る と,24回 目 ま で の期 待 効 用 は12で あ り,25回 目か ら先 の 部 分 和 は初 項

1

2公-1.,2の 靴 纐 にな るか ら1で あ る.よ って潮 待効 用 関 数 は次 の よ う

に書 か れ る。

n/2
E[u]_

13-1/蝉 臨::24)・ ・}⑳

「す る と,私 の モ ラル 期 待 は(無 限 大か ら)13デ ュ カ ま で 値 が 下(13)L
,そ れ に対
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して支 払 わ れ るべ き等 価 価値 も同 様 に下 が るか ら,こ の結 果 は,期 待値 が無 限

大 にな る と捉 え るよ り もず っと合 理 的 で あ る と思 わ れ る。」[3,p.34]。

ク ラ メー ルの所 見 は,さ らに以 下 の よ うに続 け られ る。 ただ し,以 下 で述 べ

る効 用 関数 は具 体 的 にY=2nを 想 定 して い る こ とに注 意 す れ ば理 解 し易 い で

あ ろ う。

「富 の モ ラル値 に関 す る別 の仮 説 を採 りさえ す れ ば,提 案 の等 価 価 値 は さ ら

に小額 にす る ことがで きる。 何 故 な らば,1億 デ ニカ は千 万 デ ュ カよ り も多 い

満 足 を もた らす の は事 実 で あ るが,10倍 の満 足 を もた らす とは限 らな いの で,

私 が た った い ま仮 定 した もの は,完 全 に は正 しくな い か らで あ る。 も し,例 え

ば,財 のモ ラル値 が そ れ ら財 の数学 的量 の平方 根 に比例 し,例 えば40,000,000

に よ り提 供 され る満 足 が10,000,000に よ り提 供 され る満 足 の2倍 で あ る と仮
(14)

定 す るな らば,私 の 心 霊 的 期 待(psychicexpectation)は 次 の よ うに な る。

炉+÷ σ+÷ 再+壱 侮+…-212㈱

しか しなが ら,こ の大 きさは求 める等価価値 で はない。何故 な らば,こ の等価

価値 は,私 のモ ラル期待 に等 しい必要 はな く,む しろ,損 失 か ら生 じる苦痛が,

私 の利得 か ら導 出 したい快楽 の モ ラル期待 に等 しい よ うな大 きさの はず で あ

る。 それゆえ,わ れわれの仮説 に基づ けば,等 価価値 は

D-(
2拶 一(6-1ナ91⑳

にな らね ば な らな い。 これ は結 果 的 に3よ り小 さ く,全 く取 るに足 りな い大 き

さで あ るがyそ れ に も拘 らず,13よ り も通俗 的評 価 に近 いので あ る」[3,pp.

34,35]o

上 掲 の1式 は,モ ラル期 待 と効 用 を等 し くす るよ うな利 得 変 数 の値Dを 示

し・E[u]=u(D),す な わ ち具体 的}こは2 一影 の か ら求 め られ る・ このD

を危険 な提案 の等価価値 と呼ぶので ある。
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7.ベ ル ヌ イ理 論 の 誤 謬

こ こで図1に 立 ち帰 って・ ダニ エル ・ベ ル ヌイ の所 論 を批 判 的 に再 検 討 して

み よ う。

まず 第 一 に,ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌ イ は,対 数 関 数 の 効 用 関 数 を想 定 し,セ ン

ト ・ペ テル ス ブル グ問題 の期 待 富 が無 限大 で あ って も
,対 応 す る効 用 は有 限 に

な る と主張 し・ 図1に 示 す よ うに,有 限 な期待 効 用POを 図 示 して い る
。 しか

し,対 数 関数 の無 限大 な 引数 に対 す る対 数 はや は り無 限 大 で あ るか ら
,対 数 効

用 が有 限 に な ると い う主張 は決 して容 認 で き る もの で はな い。 とは いえ,ダ ニ

エ ル ・ベ ル ヌイの発 想 は必 ず しも完 全 な誤 謬 で あ る とは いえ な い
。 無 限 遠 点 の

彼方 にお いて 有限 に な る効 用 関数 の形 式 は無 数 に存 在 す るか ら,対 数 関数 で な

くと も,そ の よ うな関数 を想定 す れ ば,ダ ニエ ル ・ベ ル ヌイの ほ とん どの 主張

はそ の ま ま成 立 す るの で あ る。

第 二 に,ダ ニ エル ・ベ ル ヌイが 描 いた図1は,初 期 富AB(罵 α)を 保 有 す る

個 人 が 賭 に 出 た と きの あ り得 べ き期 待 富 α+E口 ～]が無 限 大 で あ る に も拘 ら

ず,期 待 富 を有 限 なAPに 取 り,対 応 す る期 待 効用 をOPに 取 って い る。 賭 に

出 た場 合 の可 能 な期待 富 は無 限 大 で あ るか ら,決 して図1の よ うに有限 な富A

Pに はな り得 な い。 ま た,無 限 大 の期 待 富 に対 応 す る期 待 効 用 は
,対 数 効 用 関

数 に お いて・ 到 底,OPに は な り得 な い はず で あ る。 ダニ エ ル ・ベ ル ヌイが示

した図1の 内容 は,場 合 の個数Nが 無 限大 で あ る に して も,期 待 富 が 有 限 で あ

るよ うな一 般 的 な設 定 を示 した もので あ って,実 は,セ ン ト ・ペ テル ス ブル グ

問題 の図 式 に は,直 接,該 当 しな い こ とに注意 す べ きで あ る。

セ ン ト ・ペ テル スブル グ問題 の期 待 利得 は無 限 大 に及 ぶ が,利 得 は離散 的 に

発 生 し・ また・凹 な効 用 関数 が想 定 され るか ら,期 待 効 用 は有 限 なu(。 。)よ り

も必 ず小 に な る と考 え られ る。 す なわ ち,図3に 示 す よ うに,仮 に期待 利 得 が

無 限 大 で あ って,E[α+1～]エ α+E[R]e。 。が無 限 遠 点P"に 位 置 す る と して

も,効 用 関 数 は 有 限 で あ るか ら,期 待 効 用 は 有 限 で あ って,し か も有 限 な
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図3等 価価値Dの 図解
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u(。。)よ り も小 さい高 さ0"P"で 現 れ る と思 わ れ る。 それ ゆ え,そ の有 限 な高

さ0"P"の ま まで水 平 に左方 へ 伸 ば した補 助線 が凹 効 用 曲線 と出会 う点0と,

そ の垂線 の足Pま で の高 さOPは 期 待効 用0"P"に 等 し く,距 離APは 等 価 価

値Dを 表 す こ とにな る。 それ ゆ え,OPは,無 限 遠点 に位 置 す る期 待富E[α+

R]に 対 応 す る期 待効 用E[u(α+R)]と 等 しい効 用 を表 し,そ の足 が 有 限 な等 価

価 値Dで あ る と解 釈 す る こ とが で き る。

上 の事 情 は,効 用 関 数 が一 般 に凹関 数 で あ る こ とか ら導 かれ る。 す な わ ち,

itな 凹 関数 に関 す るイ ェ ンセ ン(Jensen)の 蟹 に よ り,鰍 的 な富 の場 合 の

期待 効 用E[u(α+R)]は 期 待富APの 効 用u(E[α+R])よ りも必 ず小 で あ る。

わln(mAC+nAD+pA号 辛名今F+'")

>b(mlnAC+nlnAD+plnAE+glnAFm+n+p+q+一 …+'")
⑱
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よ ってt富APの 効用であ るOPは 期待効用 その ものではあ り得 ない
。

第三 に,ダ ニエル ・ベル ヌイは,人 が賭 に出 るか出 ないかを決定 す る際 の目

安 と して,期 待利得 がゲームの賭 け金(参 加料)よ りも大 か等 しい とす る従前 の

伝統 的な考 え方を改変 して,初 期富 αか ら賭 け金zを 差 し引 いた ときの効用 の

減少分 よ りも利得 の期待効用 の増加分 が大で あるな らば,賭 に参加 すべ きで あ

るとい う基準 に置 き換えている。 そのため,図1で 示すよ うに,等 価期待 効用

OPと(絶 対値で)等 しい不効 用opが 初期富 の点Bの 左 方 に現 れ る点pを 取

り,線 分Bpを 賭 け金 と してい る。

しか し,ダ ニエル ・ベル ヌイのこのモデル化 には疑問がある
。線分OPが 示

す期待効用 はすでに賭 け金gを 支払 った後 に到達 で きるものであ り,賭 け金 の

支 出を考慮 しない富の期待効用 と賭 け金支 出の不効用 を比較す ることは適 当で

はない・ む しろ・賭 け金を支払 ってゲ ームに参加 した ときの富 の期待効用 と
,

賭 に参加 しないときの現状維持 の富 の効用 とが比較 さるべ きであ る。

8.ベ ル ヌ イ ・モ デ ル に対 す る修 正 案

上 述 の論点 に従 って,ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌイの所 論 を修 正 す る こ とに しよ う。

ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌイ の モ デル で は,利 得 変数Rを 初 期 富 α に付 加 して現 行 富

wと したが,こ こで は,賭 け金zを 明示 的 に導 入 し,新 し く粗 利 得変 数xを 定

義 す る。 初 期 富 αか ら賭 け金zを 差 し引 い た賭 け金 差 引 き初 期 富a-zに 賭 の

粗利 得xが 加 え られ,新 しい富wに な る もの と しよ う。

w=a-z+x⑳

つ ま り,ベ ル ヌイ ・モ デ ル にお けるw-=a+Rを 考 慮 す れ ば,

1～罵κ一9あ るい は,x=R+z(3⑪

と書 き直 す の で あ る。

第 一 の論 点 にっ いて,当 初,初 期 富 α を保 有 す る主体 が賭 に出 る と き,彼 は

賭 け金zを 支払 い,賭 に よ り獲 得 す るはず の利 得xの 期 待値E[xを 予 想 し,

これ と賭 け金 の大小 を勘案 す る こ とに な る。 す る と,主 体 が賭 に出 た と きの期
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待 富 は,

E[w]-E[a‐z-fix]=a-z+E[x](31)

と書 か れ る。 既 に 見 た よ う に,セ ン ト ・ペ テ ル ス ブル グ問 題 に お け る利 得xの

期 待 値 は無 限 大 に な る こ と が 判 って い る。 す な わ ち・

Z12131n

22+壱+…+2+… 一 。。(32)

上 式働 が示 す よ うに,

(33)E[x]=。。

で あ るか ら,

E[w]=a-z十E[x]=・y

も成 り立 っ。 す なわ ち,期 待 富 は無 限 大 で あ る。

次 に,厳 密 な凹 効 用 関数 上 で,イ ェ ンセ ンの定理 に よ り・ 賭 に出 た とき の期

待 富 の効 用u(E[w])は 一 般 に,富 の期待 効 用E[u(w)」 よ り も大 で あ る。す な

わ ち,

u(E[α 一9+∬])=u(a-z+E[x])>E[u(a‐z+x)](1

上 の不 等式 の左 辺二 項 は,無 限 大 の期 待富(α 一計E囮=。 。)の 関数 で あ り,無

限 大 の場 合 もあ り有 限 な場 合 もあ るが,一 般 に右 辺 は有 限 な効 用 と見 られ る。

これを セ ン ト ・ペ テ ル ス ブル グ問題 に適 用 す る と,対 数 効 用 関数 にっ い て次 式

の よ うに書 くこ とが で き る。

binE[a‐z
a+x]bina-z+Ea[x]>E[bina--z+xa](35)

上 の 関係 式 は構 造 的 に重 要 な 意味 を持 って い る。 左 辺 の ポ ー ルの 期 待 利 得

a-z+E[x]は ⑬ のE[x]=。 。に よ り明 らか に無 限 大 で あ るが,右 辺 の期 待効
a

用 は有 限 で あ り,そ れ と等 し く置 いた効 用OPが 期 待 効 用 に等 し く取 られ て い

る と解 釈 す る こ とが で きる。0般 形 で書 けば,

π(a-z+E[x])>E[u(a‐z-一+-x)]一 π(a-z+D)(36)

で あ る。す なわ ち,危 険 な提 案 の等 価価 値Dを 用 い て,有 限 な期待 効 用 と等 し

く置 か れ る効 用 を定 め るの で あ る。㈱ 式 をセ ン ト ・ペ テ ル ス ブル グ問題 の形 式
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で書 き直す と,次 式 のよ うになる。

わlnα ㎜祐E国>E[binaz
a+x]=binaza+D

上 の 不 等 式 の 左 辺 は,E[κ]蔦 。。 に よ り,無 限 大 で あ る が ,右 辺 の こ 項

a-一一一一z+xa‐z+DEbi
n-一 一一 一=bin‐

aa

(鈎

㈱

は有限であ り,こ の等式が成立す るように,危 険 な提案 の等価価値0が 定義 さ

れ る と解 釈 す べ きで あ る。

第 二 の論 点 につ いて,賭 に出 る と きの富 の 期待 効 用 と賭 に出 な い現 状 維 持 の

富 の効 用 を比 較 して み よ う。 賭 に出 る と き の賭 け金gを 初 期 富 αか ら差 し引

き,利 得xを 加 え た富 α一計 κの期 待効 用E[u(a-z+x)]と ,賭 に参 加 しな い

ときの効 用,つ ま り現 状維 持 の効 用u(α)と が比 較 され るべ きで あ る
。 す な わ

ち,㈱ を用 いれ ば,上 述 の内容 は,賭 に出 た と きの賭 け金zを 初 期富 αか ら差

し引 き,危 険 な提 案 の等価 価 値Dを 加 え た富(a-z+・D)の 効 用 π(a-z+D)

と,現 状維 持 の効 用u(α)と を比 較 す れ ば よ い こと にす る。 ベル ヌイ型 の対 数

効用 関数 にお いて,現 状維 持 の効 用 はu(α)=bin(α/α)駕0だ か ら,次 の期 待

効用 の符 号が非 負 で あ るな らば,賭 に参 加 す る ことに な る。

まず,ベ ル ヌイ型 の期待 効 用 関数 は次 の よ うに書 か れ る。

E[u]一 号ln讐 ≦望+-blnaz
2a+2'+歩1nα 響 一+…

α 一一9十2η 一1b

2n一 α+'"

=bln{(a‐z十20)1/2(a--z十2')1/22(α 一一」g十ZZ)1/23…

…(α 一Z+7…')帆 ・ト δ(111

2'+22+23+…)lnα

=・bln{(a-z十20)1〆2(a--z十21)1/22(α 一一z十22)1/23…

…(α 一9+2　 ')'/2n…}‐bina(39)

ただし・上式で瞳 藩 壕+…-
1聖/2-1を 用いている.

こ こで,a--z+0;(a-z+20)1/2(a-z+21)1/22(a-z+22)1/23… と置 け ば
,期 待

効 用 の 倒 式 は次 の よ う に書 き直 さ れ,非 負 で あ れ ば,賭 に参 加 して もよ い こ と

に な る。
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E[u]一 δln{a‐z+D}一 わlnα 一 わ1nα 一乞+D≧ ・

a--z十D ≧0だ か ら
,す る と ,α>0とb>0に 対 して,1n

a

a-z十Dzl

a

(4①

X41>

よ り,

働Dzz

を 得 る。 す なわ ち,主 体 が 賭 に 出 るた め に支払 う賭 け金2よ り も危険 な提案 の

等 価価 値Dの 方 が大 か等 しい な らば,現 状維 持 の効 用 よ り も賭 に出 た場 合 の期

待 効 用 の方 が大 か等 しい ことが判 る。

期 待 効 用(3g}は一 般 型 で あ り,こ の ま ま で は具 体 的 な数 値 を捕 捉 で きな い の

で,ダ ニエ ル ・ベ ル ヌイ にな らって,極 めて 単純 な ケ ー スにつ いて考 え よ う・

い ま,a=zと す る。 これ は,初 期富 αをす べ て賭 け金2に す るか,あ る い は賭

け金 の分 しか初 期富 を保 有 して いな い場合 を考 えれ ば よ い。 す ると,働 式 で期

待 効 用 は,次 のよ うに な る。

E[u]一 号ln暑+bln2f2a+参ln誓+…+bln2nZna'+…

=bin{(2・)1/・(21)1/22(2・)1/23…

…(Zn)1〆2n...}-b(1
2+22+歩+…)lnα

bin{(2・)・/2(21)1/22(2・)1/23…(Zn-1)i/2n}一 わlnα

一 δ(歩+2
23+24+…+n-12n+…)ln2‐bina

=bin2‐blna=bin2(43)
a

ただ し,上 式3行 目の(・)内 は初 項1/2,公 比1/2の 無 限等 比 級数 に よ り1で

あ る。

1

2+毒+23+…1/2/2司

ま た,上 式5行 目 の(・)をTと 置 い てT-T/2を 作 る と,1/2で あ る と判 る。

T-1T2-1122+Zs+124+…+12n+…
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x/221

1--1/22

よ っ て,T;1が 得 られ る。

ま た,初 期 富 を す べ て 賭 け金 とす る α幕gに お け る(40)式は
,

E[u]=binD≧O
a

と な るか ら,㈹ と㈲ 式 か ら

bin?.;。ln・2≧O
aa

を得 る。㈱ 式 を総 括 す る と,2一 ユ 丑 ≧1よ り
aa

O螺2≧ α・=z

と い う結 果 が 得 られ る。

(151)

幽)

㈲

f46)

IA71

これ は,初 期 富 を す べ て賭 け金 に す る と き,危 険 な提 案 の等 価 価 値Dが2

デ ュカ で あ り,こ のD=2が 賭 け金a=zよ り も大 か 等 しけれ ば賭 に参 加 す べ

き ことを告 げて い る。そ して,こ の と きの期 待効 用 は㈲式 よ り わ1n旦 で あ り
,

a

有 限 で あ る こ とが判 る。

9・ マ ー シ ャル の ベ ル ヌ イ批 判

ダニエル ・ベル ヌイのモ ラル期待 の眼 目は,仮 に期待利得 が無限大 にな るに

して も,効 用 の期待値 は有限に留 ま るという点 にあ る。 す ると,人 々が,あ る

有限な賭 け金を喜 んで支払 い,こ のゲームに参加す るとい う結論 を矛盾 な く導

出で きることにな る。

危険 を含 む対象間の選択が期待効用極大化 の理念 によ り合理的 に説 明づ け ら

れるとす るダニエル ・ベルヌイの提案 は,1870年 代 に展 開 された周知 の効用理

論 に呼応 して詩 に所得 の限界効腿 減の劇 にaL｠rす ると目され,当 初 は容

認 され る と こ ろ とな った。 しか し,そ の後,ダ ニ エル ・ベ ル ヌ イの ア イデ ィァ

は,た びた び引 用 され言 及 され た に も拘 らず,貨 幣 の限 界効 用 逓 減 に関 す る信

念 か らギ ャ ンブル の存 在 を 説 明 で きず,正 確 性 を失 す る と して,ア ル フ レ ッ
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ド ・マ ー シ ャル(AlfredMarshall,1842-1924)等 に よ り ひ と まず 棄 却 さ れ る に

至 っ た。

ア ル フ レ ッ ド ・マ ー シ ャ ル は,ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌ イ の所 説 に な ら っ て,個 人

の 所 得yか ら得 られ る満 足(効 用)をuと し,そ の 所 得yの1%の 増 加 が 満 足u

の1単 位 を 増 加 させ る と考 え た 。

du=kdy㈱
y

とす る。 そ れ ゆ え,k,Cを 定 数 と して

(4窃π=々 ・my+C

と書 か れ る。 これ は,満 足 の 水 準uを 所 得yの 対 数 関 数 と想 定 す る点 で,ダ ニ

ェ ル ・ベ ル ヌ イ の 着 想 に呼 応 して い る[10,NoteVIQ,pp.842,843]。

さ らに ベ ル ヌ イ に な ら って,α を 個 人 が 最 低 限 の 生 活 を 支 え る必 需 品 を 賄 う

所 得 水 準 と し,所 得yがaを 割 り込 め ば 苦 痛 が 快 楽 を 上 回 り・効 用 が 負(u<0)

と な る。 ま た,所 得yがaと 等 し くな れ ば 苦 痛 と快 楽 が 釣 り合 い,効 用 が ゼ ロ

(u=0)と な る。 そ こで,(49)式 に お い て,y=α の と きu=0と 置 け ば・

(50}0=k・ina十C

す な わ ち,

(51)C=一一一king

よ って,こ のCを ㈹ に代 入 す る と,最 終 的 に

u=klny(5⑳
a

と設 け られ る。

しか しな が ら,マ ー シ ャル は実 際 的原 理 と して,ベ ル ヌイ あ る い は他 の確 定

的 な仮 説 に基 づ けば,ギ ャ ンブル が完全 に公 正 で あ って 公平 な条 件 の下 で実行

され る と きで さえ も必 ず経 済 的損 失 を招 き,理 論 的 に公 正 な保 険 が常 に経 済 的

利 得 を もた らす と主 張 した[10,p.135,fn.2]。 公正 な ギ ャ ンブル で さえ も必 ず 経

済 的損 失 を招 くとい うマ ー シ ャル の所説 は,ダ ニ エル ・ベル ヌイ の例 の み な ら

ず,一 般 の限 界効 用 逓減 の仮 定 か ら必 ず 導 か れ る と主 張 し,マ ー シ ャル は次 の

よ うな例 示 を提 出 した[10,NoteIX,p.843]。 しか し,こ の よ うに主 張 す る こ と

は,後 述 す るよ うに,実 は誤 って い る と思 われ る。 マ ー シ ャル の この論 述 は次
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(149)

の通 りで あ る(た だ し,こ の部分の表記 はマー シャルに従 う
。)

初 期 富xを 持 っ主 体 の快 楽(効 用)をu(x)と 表 し,特 定 の 事象 が起 こる確 率

をpと す る。 マ ー シ ャル は定 義 を 明記 して いな い が,夕 を利 得 な い し所 得 と考

えて よ いで あ ろ う。そ して,個 人 は,(1-p)yを 得 るかpyを 失 うか が起 こる公

正 な賭 に 出 る と仮 定 す る。 賭 に 出 な い と き,主 体 は現状 維 持 の効 用u(x)に 留

ま るの に対 して,賭 に 出 る こと は現 状 維 持 の効 用u(κ)か ら期 待 効 用E[刎 へ

の移 行 を意 味 す る と して,マ ー シ ャル は期 待 効 用 の形 式 を次 の よ うに提 出 して

い る。

E[π]一 ρ ・π{エ+(1-p) .Y}+(1一 ρ)u(x-py)㈹
Cエ7)

上式 を テイ ラー展 開 す る。

E[u]=u(x)+妻(1一 ρ)zyzu〃{x+θ(1-p)
.Y}

+吉 ρ2(1一 ρ)y2u〃(ゆ ツ)働

限 界効 用逓 減 の法 則 に よ り,す べ て のxに 対 して限 界 効 用 は減 少 的 で あ って

ガ(x)<0と 仮定 され るか ら,働 式 よ り,E[u(x)]は 常 にu(κ)よ り も小 で あ り,

必 ずu(x)>E[u(κ)]に な る とマ ー シ ャル は主 張 す る[14 ,NoteIX,P.843]。 それ

ゆえ・ 貨 幣 の限 界効 用逓 減 の法 則 に基 づ く限 り,経 済 理 論 の見地 か ら して,人

が ギ ャン ブルに参 加 す る と,必 ず 効用 の損 失 を招 くこ とにな る
。 それ で もなお

人 々が不 公正 な ギ ャ ンブル に対 して進 ん で参 加 し,喜 ん で賭 に出 る とすれ ば,

賭 に出 る動 機 は,も はや経 済 的要 因 で は説 明 で きず,ギ ャ ン ブル か ら得 られ る

興 奮 とか 歓楽 の よ うな,も っぱ ら非 経 済 的 な心 理 的要 因 か ら しか説 明 で きな い

と断 じて い る。

しか しなが ら,上 述 の マ ー シャル の議 論 に は,期 待 効 用 の設 定 に大 きな難 点

が あ る と思 わ れ る。まず,ρ ッを 失 うか(1一 ρ)yを 獲 得 す るか の公 正 な賭 の期 待

効 用 をX53)式の よ うに置 くマ ー シ ャル の定 式化 は,実 は期待 効 用 が初 期富x上 の

点C壮 に必 ず来 るよ うに,事 前 に補 整 され た形 式 に な って い たの で あ る。 マ_

シ ャル は明示 して い な いが,マ ー シ ャル の定式 化 にお け る期 待富 は

E[x]・=」ウ・(x十(1Y)y)十(1一 ρ)(x-py)
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(55)px+(1-p)x=x

とな り,期 待 富 が必 ず 初 期富xの 位 置 に来 る よ うに操 作 され て い た ので あ る。

マ ー シ ャルの い う 「公正 な」 ギ ャ ンブ ル とは,期 待 富 が初 期 富 に等 し くな る も

の を指 して い た と類 推 す る こ とがで き る.す る と・ マ ー シ ャルの ベ ル ヌ イ批 半ll

は,期 待 効 用仮 説 に準 拠 した批 判 で は な く,相 変 わ らず伝 統 的 な期待 富 仮 説 に

基 づ く もの で あ った こ とに他 な らず,無 意 味 で あ った こ とにな る。

また,(53拭 を書 き直 す と,

E[u]p・u{x+(1一 ρ)y}+(1一 ρ)u(x-py)

=p・u(κ 一ρy+y)+(レ ρ)u(x-py)6⑤

す なわ ち,上 式 右 辺 の形 式 か ら解 釈 す れ ば,主 体 はpyを 支 払 って 賭 に参 加 し,

確 率 ρで利 勧 を得 る効 用 と確 率(1-p)で 利 得 ゼ ・ とな るギ ャ ンブル を想定

した ことに な る。 しか し,賭 け金(ゲ ームへの参加料)ρ 夕が,た とえ主 観 的 で あ

れ,確 率pを 含 む の は実際 的 で はな い。賭 け金(参 加料)は 主 体 に と って・む し

ろ客観 的 な与件 だ か らで あ る。

マ ー シ ャル の理念 を活 か しな が ら,こ の ゲ ー ムを再 定式 化 す ると以 下 の よ う

に設 け られ るで あ ろ う。初 期富xを 保 有 す る主体 が,賭 け金zを 払 って,確 率p

で利 得yを 得 るか,確 率(1一 ρ)で 利 得 が ゼ ロ(つ ま り,賭 け金 を失 う)で あ る

ギ ャ ンブル に参 加 す る。 この とき,主 体 の期 待 富 は次 の よ うにな る。

E[u]=p・u(x-z十y)十(1-p)u(x-z)

そ こ で,上 式 を テ イ ラ ー 展 開 す る 。

E[u]一 ρ ・u(x)伽 ・(x)◎-9)+lp2・u"{x+B(y-z)}

+(1-p)u(x)一(1-p)u'(x)畦(1一 ρ)u"(x--Oz)

u(x}+u(x)(py-z)

2

これ よ り,結 果 的 に次 を 得 る。

E[u]-z4(x)

(5の

(58)
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=u'(x)⑦ ッー9)+音 ⑦ ・u〃 伽+θ ◎ 一宕)}+(1-p)u〃(炉 。9))(59)

上 式 右辺 で・ 限 界効 用 は正 と仮 定 され,π'ω 〉・,か っ逓 減 的 限界 効 用 の 仮

定 よ りu"(x)〈0だ か ら,E[u]-u(x)の 符 号 は,項(ρy-2)の 符 号 に依 存 す る

ことが 判 る。 こ こで,次 の よ うな判 定 が 可能 で あ る
。

(1>も しρy≦zな らば,右 辺 は必 ず 負 にな り,E[u]〈u(κ)で あ る。

② も しpy>2な らば,右 辺 の符 号 は確 定 で きな いが
,期 待 効 用 が現 状 維 持 の効

用 よ り大・ す なわ ち・E[u)>u(x)と な る可倉髭性 は優 に存 在 す る ことに な る
。

ここでy特 に,ρyマ とな る特 殊 な場 合 を想 定 す るな らば
,右 辺 第1項 はゼ ロ

とな り,第2項 は必 ず 負 だ か らi先 の マ ー シ ャルの モデ ル に帰 着 す る こ とが確

か め られ る。 以 上 はsダ ニ エ ル ・ベ ル ヌイが提 案 した期 待 効 用 仮 説 を
,ア ル フ

レッ ド ・マ ー シ ャル が,貨 幣 の限 界 効 用逓 減 の法則 の理 念 に反 す る と して
,棄

却 した根 拠 に対 す るわ れ わ れ の反証 で あ る。 わ れ われ の一 般 的 な設 定働 式 で,

9をpyと 置 けば・ マ ー シ ャルのX53)式に な る ことが判 る
。

10・ 公 正 な ギ ャ ンブ ル の再 定 義

公正 な ギ ャ ンブル とは,期 待 効用 が現 状維 持 の効 用 と等 しくな るよ うな ギ ャ

ンブル で あ る と定義 す る こ とは一 っ の提言 で あ ろ う
。 こ こで,初 期 富xを 保有

す る主 体 が,利 得yを 得 る確 率 がp ,利 得yを 失 う確 率 が1-一 ρ で あ る賭 に賭 け

金zを 払 って参加 す るとす れ ば,ま ず,賭 け に出 た と きの富 ω の期待 値E[w]

は,次 の よ うに書 か れ る。

E[w]二 ρ ・(x-z十y)十(1_p)(x--Z)

;x-z十(2p-1)

ま た,賭 に 出 た と きの 期 待 効 用 は,次 の よ う に書 か れ るで あ ろ う。

E[u(w)]一 か π(矩 計y)+(1一 伽(飾 翫 夕)

そ こで ・ 上 式 を テ イ ラ ー展 開 して 整 理 す る と
,次 の よ う に な る。

E[u(ω)]-zご(x)e{(2p-1)y-z}・z〆(x)

16①

(61)
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+÷ ρ 漁+θ 虞))◎-z)2+12(1-p)u"(x-O(y+z))(y+z)2劒

右 辺 第2項 と第3項 は限 界効 用 逓 減(J/u<0)に よ り負 で あ るが,第1項 は正

の限 界効 用 に よ りiu>0で あ るが,(2p-1)y-gは 必 ず しも負 で はな いか ら,

期 待 効 用 は必 ず し も現 状 維持 の効 用 π(x)よ り も小 で はな い ことが判 る。 す な

わ ち,

(1)も し(2p-1)y≦zな らば,右 辺 は必 ず負 に な り,E[u(w)]<u(x)で あ る。

(2}も し(2p--1)y>zな らば,右 辺 の符号 は確 定 で きな いが,E[u(w)]>u(x)

とな る可 能 性 が あ る。

特 記 すれ ば,(2p-1)y-zの とき,㈹ 式 でE[ω]=xと な り,マ ー シ ャル の い

う公正 な ゲ ー ム とな り,㈱ 式 で,E[u(w)]-u(x)<0に な るか ら・ 期 待 効 用 は

必 ず現 状維 持 の効 用 よ りも低 くな る こ とが判 る。

それ で は,主 体 が賭 に出 る こ とと賭 に出 な い こ との間 で無 差 別 にな るよ うな

確 率 は どの よ うに導 か れ るで あ ろ うか。 その た め に,(62)式 を ゼ ロ(E[u]-u(x)

=0)と 置 いてpに つ いて解 け ば よい。

2

ρ〇二

2u'(x)y+12{u〃(x+θ(y-z))(y-9)2一 π"(x-O(y+9))(y+z)2}

1

2+yRA(x)4(63?

た だ し,最 後 の 項 は,右 辺 の 分 子 と分 母 で θ と0を 近 似 的 に ゼ ロ と み な し,

zを 微 小 と 見 て 無 視 し,さ ら に,RA(x)=-u�(x)/u'(x)と 置 い て 得 ら れ る 。

RA(x)は ア ロ ー(KennethJ.Arrow)の 絶 対 危 険 回 避(absoluteriskaversion)の

滅 懇 で あ り,定 義 に よ り正 で あ る。 そ れ ゆ え,正 の 利 得y>0を 考 慮 して・

E[u(w)]=u(x)と な る確 率p。 は,ざ っ と ρo=1/2よ り も大 で あ る こ とが 判 る・

ま た,も しE[u(w)]>u(x)な らば,p>ρ 。(>1/2)と な る ρ が 存 在 し,こ の と

き マ ー シ ャル が 否 定 した賭 に 出 る こ と の 利 益 的 誘 因 と して の経 済 的 動 機 が 存 在

す る こ と に な る。
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図4修 正期待効用

u(x)

o
x--z-yx-zxlκ 一 ε+ツ 側

この経 緯 を 図4で 図解 す る。 初 期 富xに 対 応 す る効 用u(x)は 賭 に出 な い現

状 維 持 の効 用 で あ り,点Dで 表 され る。確率pでyを 得 るか
,確 率1一 ρでyを

失 うか の賭 に出 る と きの 期待 効 用(53')は κ一g一 夕とx-z+yに 対 応 す る点A
,B

を結 ぶ線 分 をp:L一 ρで配 分 す る点C。の水準 にな る
。

まず,E[u]=u(x)の と き}点Cは 点Dと 同水 準 に な り
,水 平 に並 ぶ。 この と

き,点C。 に対 す る確率 はII。 で あ る。

次 に・E[u]蜘)の と き・ρ量+y
4RA(x)で あ り,点Cは 点Eの 水 準 よ

り も下 方 に あ る。

特 に・ よ く用 い られ る例 証 で あ るp=1/2に つ い て検 討 を加 え て み よ う
。 ま

ず・賭 に出 る と富 がxか らx-zに 減 り,効 用 は点Dか らEに 移 る
。利 得yを 得

る確 率 と失 う確 率 が等 しい と きp=1/2だ か ら,点Cは 点Eの 垂 直 下 方 に来 る。

す なわ ち,こ の場 合 の期待 効 用 は



/144) セ ン ト ・ペ テ ル ス プ ル グ ・パ ラ ド ッ ク ス93

E[u(x-z+夕)]一 去{u(x-z+y)繍 …y)}働

と な る か ら,こ れ を テ イ ラ ー 展 開 す る と

E[u(卸 一9一トy)]-u(x)

4

+u〃(x-z-〇 二y)}(三ソー一ト2)2<0(64")

の よ う に,期 待 効 用 は 必 ず 元 の 効 用 よ り も小 に な る。

しか し,よ り重 要 な ケ ー ス は,pが1に 近 付 き,点Cが 点C・ よ り も上 方 に 位

置 し,適 当 に点Bに 近 くな る と き,期 待 効 用 が 明 らか に現 状 維 持 の効 用 よ り も

大 と な る事 実 で あ る。 この よ う にE[u(w)]≧u(x)と な る 可 能 性 が ト分 に 存 在

す る こ と は,限 界 効 用 逓 減 に基 づ く公 正 な ゲ ー ム に 関 す る マ ー シ ャル の ベ ル ヌ

イ批 判 が 一 概 に 当 て は ま らな い こ とを 明 確 に 示 す こ と に な り,マ ー シ ャル が セ

ン ト ・ペ テ ル ス ブ ル グ解 法 を 棄 却 した 根 拠 を 失 う こ と に な る。

マ ー シ ャ ル の定 式 化 を 修 正 して,よ り一 般 的 な 接 近 を 示 せ ば,次 の よ うに な

るで あ ろ う。 す な わ ち,一 般 に,確 率 ρ でylを 得 るか 確 率1一 ρ でy2を 失 うか

の ゲ ー ム の期 待 富 は

E[ω]Y。(x十 ッ1)十(1一 ρ)(x-y2){65)

と書 か れ,期 待 効 用 は

E[u(x十z)]=1り ・u(x十=yl)十(1-Y)u(x-yz)(.66)

と書 か れ る。 これ を マ ー シ ャル の㈹ 式 に 沿 って 設 け る と,主 観 的 確 率 ρ を事 前

に わ き ま え て,y、;(1--p)y,y,=ρyと 見 立 て た と き の 特 殊 な ギ ャ ン ブ ル の ケ ー

ス に な る。 この 場 合 に 期 待 富 が ど う な るか を 確 か め る と,

E[x]漏 ρ ・(x十y1)十(1-p)(■-3/2)(67)

=ρ ・(x+(レ ρ)y)+(1-p)(x-一 一py)=x(68)

とな る か ら,マ ー シ ャル の 定 式 化 で は,当 初 か ら賭 に 出 た と き の 期 待 富 が 現 状

維 持 の 富 に等 し くな り,期 待 効 用C*が 現 状 維 持 の 原 効 用Dよ り も小 とな る よ

う に予 め 操 作 さ れ て い た こ と が読 み 取 れ るの で あ る。
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[注]

(1}ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌ イ(DanielBernoulli,1700-82)は,ス イ スの数 学 者 }物 理 学 者,

解 剖 学 者,植 物 学 者 で あ り,9人 の有 能 な数 学 者 を 生 ん だBernoulli-一 族3世 代 の 第

2世 代 に 当 た り,JohannBernoulli(lfifi7-1748)の 次 男 で あ る
。 主 た る専 門 領 域 は

理 論 物 理 学 ・力 学 ・確 率 論 で あ り,正 規 法 則 の導 出,逆 一三角 関 数 微 分 方 程 式
,剛

体 ・流 体 運 動,St.PetersburgParadox(セ ン ト ・ペ テ ル ス ブル グ逆 説)の 解 法 等 を

提 起 した 。 期 待 効 用 仮 説 の 先 駆 者 で あ り,所 得 の 限 界 効 用 逓 減 を 仮 定 して 公 正 な賭

の期 待 効 用 が 負 で あ る こ とを 示 した 。

(2)ニ コ ラス ・ベ ル ヌ イ(NichorasBernoulliTI ,1687-1759)は,ス イ スの 数 学 者,

Padua大 学 数 学 教 授 で,ダ ニ エ ル ・ベ ル ヌ イ の 従 兄 に 当 た る
。

(3)こ れ ら5っ の 問 題 は,PierreRemondeMonmort ,Essatidanalysesurjeuxde

hazard,Paris,第2版,1713,の 付 録 に採 録 され て い る が ,さ らに,同 書 の 付 録 に は

偶 然 と確 率 に関 す る ピエ ー ル ・モ ンモ ール と ヨハ ン ・ベ ル ヌ イ(JohannBernouill)

お よ び ニ コ ラス ・ベ ル ヌ イ との 間 に交 わ され た 書 簡 も掲 載 され て い る。

(4)期 待 効 用 仮 説(expectedutilityhypothesis)は,設 問 の最 大 化 を 図 る標 的 を利 得

の 数 学 的 期 待 値 で は な く,効 用 関 数 の 数 学 的 期 待 値 とす る もの で あ る
。 注5を 参 照

せ よ。

⑤ 確 率 変 数 をX,確 率 密 度 関 数 をf(め とす る と き,確 率 変 数xの 数 学 的 期 待 値

(mathematicalexpectedvalue)は,離 散 的 な場 合,E[x]=Σ κゴ∫(xi)で あ り,連 続

的な鵬 鋼 一俸 ∫ω 砒 書かれる.ど ちらも∫ω 翻 重とするxの 加重平

均 と考え ら整 る。またs確 率変数xの 関数g(x)の 数学的期待値は,離 散的な場合は

E[8ω]一
ゴ茎19ω ∫ω であり漣 続的鵬 合 はECg(x)]イ ン ω ∫(x}dxで ある.

(6)事 象Aと 事象Bが 同時 に生起 す る ことが な い と き}こ れ らの事 象AとBは 互 いに

排 反 的(mutuallyexclusive)で あ る とい う。

(7)賦 存 的財 とは,当 初 か ら所 有 して いた財 を い う。

(8){9)式 のPOは 曲線Ssの 下の高 さの加重 平均 であ り,(11)式 のBPは 初 期富 の点B

か らの距離 っ ま り利 得 を表 して い るが,双 方 とも,離 散的 な変数 の無限個 の項 か ら

成 って い るので あ って}連 続 な変数 で はな い ことに注意 す べ きであ る。

(9)ダ ニ エル ・ベル ヌイは,N=m+n+p+σ+… を無限 大 に及 ぶ場合 の個数 と考 え る

が,無 限人 のNの2分 の1と か4分 の1と か の概 念 は成 立 しな い ことに注意 す べ き

であ る。

(1① 対 数型 の期待 効用関数 で α一〇と置 くとき,不 能 にな る。 それ故 ,ダ ニエル ・ベル

ヌイの初期 富 がゼ ロの場 合 の議論 は成 立 しない。 しか し}後 述 す るよ うに,初 期 富 α

と賭 け金 宕が等 し く,α ・マ と設 け るな らば,不 能 にな らない。

{11)カ ール ・メ ンガー(KarlMenger,1902-)は,オ ー ス トリアの数 学者。集 合論 的位

相 幾何学 を 専攻 しT1次 元連 続体 と して の曲線 の定 義,可 分 距離空 間 の次 元論 帰 納
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的次 元,Menger-N6belingの 埋 め込 み定 理等 に業 績 を残 す。経済 学 との関連 で は,

DanielBernoulliのSt.PetersburgParadoxの 解説 とそ の解法 研究 が有名 で あ り,

不 確実性 下 の行 動分 析 に先鞭 を付 けた。経 済学 の始 祖CarlMengerの 子息 で あ る。

働 数式 で表 せば,E[u(a+R)]=u{a+D)と な る よ うな等 価利 得 をDと してい る。

す なわ ち,初 期 富 α に利得Rを 加 えた富 の期待 効用 が,初 期富 αに等 価利 得Dを 加

えた富 の効 用 と等 しい。

(1糊 待効 用 は,24回 目まで の部分禾・が12で あ り,25回 目か ら先の部分 禾・が初12

公 比 ÷ の等 比級 数 にな るか ら1で あ り・鱗 禾・は13で あ る・

(⑳ 「心 霊 的 期 待(psychicexpectation)」 の 語 は,GabrielCramerに よ る 「モ ラ ル期

待 」 ま た は 「期 待 効 用 」 と 同義 の 用 語 で あ る。
nn

(15)Jensenの 不等式 は』 麟 ∫に対 して∫～孝1脚 ≧那 ∫ω と搬 す る・た だ し・

λゴは 邑λ、=1な るよ うな非 負数 λi≧0で あ る。それ ゆ え,凹 関数fに 対 してf(E[x])≧
i-1

E[f(x)]も 同様 に成 り立 つ。

(16}限 界効用 逓減 の法則 とは,図 形的 に いえ ば,効 用 曲線 の接線 の勾配 が変数 の増加

とと もに次 第 に減 少 して水平 に近付 くことを い う。効 用 関数u=u(x)に おいて微係

数u'-du/dxが 次 第 に減 少 す る とは,u"r=du/4κ2<0な る ことを い う。

働Taylor展 開 は,関 数 を多項式 で近 似 し,そ の誤 差 の評 価 を与 え る一般 的な公式 で

あ る。1変 数 の関数f(x)に つ いて,

f(x+h)イ ω+∫i(1)鴎(甑 望 が+f(cn--U(x/で ある・ただ

し,Rnは 剰余項 で あ る。 具体的 には近似 式 と して1な い し2項 までが多 く用 い られ

る。

{18?絶 対危 険回 避 は投 資主 体 の危険 回避 の度合 いを表す指 標 と して作 られ た。 限界効

用u'(w)が 富 の増加 に応 じて厳密 に減 少す る ことを危険 回避 の必 要 かっ十分 条件 と

す るな らば,限 界効用 の変化 率u"(w)を 危 険 回 避 の 測 度 に用 いて もよいが,こ の

u"(w)に 準拠 しなが ら,効 用関数 に正 の1次 変換 を施 して も不変 に留 ま るよ うに設

けた測度 が絶 対危険 回避RA(x)-n-一 一u(x)/u(x)で あ る。
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